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INTRODUCTIO. 



I ^uo amplior eft fcientiae alicujus ambitus, & quo uberiores gravioresque 
^-^ funt ejus applicationes; eo magis neceflarium eft principiis certis ac di- 
lucidis ipfam fuperftruere, & confequentiarum cum principiis nexum ab omni 
dubio ac difficultate tutum atque immunem praeftare. Priorem praerogativam 
doftrinis mathematicis competere io confeffo eft; ut altera gaudeant, qui eas 
meditantur atque exponunt, debent curare. Mathematici veteres, methodi 
rigorofee, qua ipforum opera nitent, fedulo tenaces, exemplar nobis praebue- 
runt modi in fcientiis his ftabiliendis atque expHcandis adhibendi, ut nomen 
exaftarum mereantur. Recentiores, ftadium ab antiquis panfum ingreffi, ve- 
ftigiis ipforum non femper inftiterunt; neque progreffus fuos omnino ad nor- 
mam ab illis conftitutam compofuerunt. Speciatim veteres quantitatem fem- 
per, notioni ipfius conformiter, tanquam augmenti & decrementi capacem, 
proinde ut ineptam recipiendo ultimo cuidam magnitudinis vel parvitatis ter- 
mino, confiderarunt Recentiores contra, quantitatem in utroque hoc ftatu ex- 
tremo rattociniis & calculis fubjici poffe rati, quantitates (etiamnum fic di- 
£bis) infinite magnas & infinite parvas adoptarunt; peculiaremque effmxerunt 
infiniti fcientiam, cui partes mathefeos fundamentis folidioribiis nixae opitu- 
ientur quidem , fed quse ab illis fit tam objefto , quam principiis diverfa : quo 
audaci conatu doftrinas ab antiquis transmiflas mirifice auxerunt. 

Difficultas, vei impoffibilitas potius ftatus iilos quantitatis (etiamnum fic 
diftae) definicndi impoflibilitatem prodit exiftentiae eorum & conceptus, quo 
apprehendantur. Npn aggrediar hoc loco definitiones, quae propofitae a variis 
fuerunt, difcutere. Interim afferere aufim, eas vel contxadiftiones impUcare, 

* quae 
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qu« dubiis obooxias rcddant confequentias ex ipfis deduftas; vel adeo vagas 

efle & indeterminatas , ut juxta eas nonnifi propemodum ac relate ad propofi- 

tum quendam fcopum peculiarem vera eflent, quae per analyfin, quam vocant, 

jfifinitefimalem eruerentur, 

Sententiam hanc de indole fl:atuum illorum quantitatis profiteri mihi vifa 

efl: illuftris Academia fcientiarum Berolinenfis .in Programmate, quo theoriam 

infiniti mathematici praemio ab fe anno 1786. condecorandam promulgavit. 

Quare ab fcopo ipfius alienum haud fore exiftimavi , fi mathefin infinito carerc 

pofle oftenderem, vaftiflimamque ac maxime fublimem ejus partem ad eadem 

principia reducerem , quibus veterum inventa nituntur ; quorum vero vei 

opem recentiores plerique jufto vilius penderunt, vel foecundati nimium diffifi 

funt. 

Evincere igitur inftitui: methodum cxhauftionis feu limitum ab antiquis 

cxcultam, & in Euclidis praefertim atque Archimedis, quae ad nos perve-i 

nere, fcriptis traditam, fi congruenter extendatur, novorum calculorum pria- 

cipiis folide ac dilucide ftabiliendis fufficere. Honor, quem illuftris Academia^ 

conatui meo detulit, utilem eum efle milii perfuafit; atque ad objeftum hoc 

arduum novis curis traftandum, Diflertationemque & tempore nimis brevi & 

loco minus commodo confcriptam perficicndam me exftimulavit 

Scriptum meum, quod novum appellare pofle credo, juris publici eo cott» 
fidentius facio , quod judici non incongruo fuit probatum. Turbas intcr fatis 
proh dolor notas, quibus patria mea fuit exagitata, tranquillitate animi ad mc- 
ditandum neceflaria frui non potcram. Amicus mcus, Dn. Pfleiderer, 
Phys. & Math. Prof. in Univcrfitate Tubingenfi , refugium mihi fecum obtulit; 
ubi ftudiis ad levandos dolores intentus, quae ad novam Diflertationis meas 
editionem , dudum ncceflariam vifam , fparfim praeparavcram, in ordincni rede^^ 
& cum amico communicavi, ipfiusque obfervationes confului; quo faftnm cfle 
fpero, ut, quod pubiico nunc oflero, fcriptum utile fit ncc cjus attentione in« 
dignum. 

Juxta ejusdem amici per litcras antea jam meGnm conomunicatas, ncc non 
Dni. Prbvost, Pro£ Philos. Gcnevenfis» in Diflertationetn meam praemio or-« 

natam 
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natam anlmadverflones ampfius extendi primum ejusCaput; quod, cum fun^ 
damenta exhibeat totius fyllematis caiculorum fuperiorumt praecipua cura erat 
tra6hindum. Speciatim notio limitis ibidem tradita nimis erat angufta; &, 
ut omnes complefteretur cafus, debebat» uti nunc fit §. 13 » extendi. 

Ita faftum efl:, ut Caput hoc fundamentale augmentum fatis infigne nan^- 
cifceretur; neque rationem habendam efle exiftimavi cenfurae prolixitatis ho« 
rum praeliminariuniL Adeo perfuafum habeo, principia calculorum fuperiorum 
debere ad methodum limitum reduci, nec pofle alio modo folide ftabiliri; ut 
neceflarium efle putaverim» methodum illam in formam do£lrina& redigere. 
Quae cum, mea quidem fententia^ partem conftituere debeat Curfus mathefeos 
elementaris, eo, quo oportet, rigore & ambitu coQcinnati; fuperfediflem huic 
operae, fi quemnoflem, ad quem remittere potuiflem. Ceterum comparatio 
«ttenta docebit, nullam in Capite hoc, utut ampio, tradi propofitionem» quin 
ad appiicationes fequentes neceflaria fit. 

Defiderio folo utile quid praeftandi motus non reformido reprelienfionem; 
quod fententia» quam fuflineo, nova non fit» fed ab variis jam mathematicis 
qropofita, Gnarus fcriptorum d*Alembertii, Coitsini, K/estneri, Kar- 
STENii, Tempelhoffii, Pasquichii, praefertim diflfertationum egregiarum 
RoBiNsii, & traftatus folidi Maclaurini , in animum haud induxiflem me« 
ditationes meas de arduo hoc objefto pubiice exponere; nifi quaeftio ab Socie« 
tate iiteraria adeo iilufiri promuigata attentionem meam excitaflet , mihique 
perfuafiflet, quae jam prasftita fint, nondum onmibus defideriis (atisfacere ipfi 
videri, 

Dubium non eft, quin Newtonus doftrinas fuas iisdem principiis fuper^ 
ftruere, fpeciatim per rationes primas & ultimas, tam frequenter in Principiis 
fuis ufurpatas, limites rationum intelligi voluerit; cum ipfe in Scholio Lem- 
mati XL UbriL Princip. fubjunfto monuerit: Ultima ratiaues iUm^ quHmscum 
^qmmtitates evmefimU^ reuera nonjunt rationes quautitatum ultimarum; fed limites, ad 
„ quos quauHtatum fiut Umke deerefeeutium ratiaues femper appropinquauip & quot prom 
f^pius ajfequi poJfunU quam pro data quauie differentia. 

♦ z Quam- 
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Quamvk LeibNitii/^ modis loquendi magis audacibus uti aflueverit: eos 
tamen explicatione rigidandos efle praecepit (Aft. Erud. Lipf. 171 2. p. 167.); 
& momentum demonftrationum exa^larura agnovit atque commendavit. Ad 
JoH. Bernoullium fcribens (31 Dec. 1700.) de Nieuwrntitii , Rollii, 
Cluverii, &aliorum adverfus calculum differentialem objeftionibus: PtrutUe 
^^ejiy inquit, os illis occludi per reduStionem ad demonjlrationes ueterum more formatas. 
(Leibnitii & Bernoullii Commerc. phijos. & math. T, H. Ep. 103.) 

Et quamvis Wolfius, veftigiis Lei^nitii infiftens, infinitum profufe in 
fcriptis fuis fparferit; methodo tamen Archimedeae, quam jure fibi vindicat, 
praerogativam tribuit: „Ipfius (Archimedis) demonftrandi methodo principia 
„methodi infinitefimalis rigidantur/' (Elem. Mathes. univ. T. L Qeom. Theor. 
86. Schol.) 

Pluribus aliis auftoritatibus poffem inftitutum meum munire; atque ex. gr. 
confenfum ejus cum methodo indivifibilium, fano fenfii expUcationihusque faga- 
ciffimi ipfius auftoris conformiter intellefta , docere : verum haec longius me ab 
fcopo propofito abducerent. Quare, illis miffis, ad partem Introduftionis hujus 
mathematicam, fequentibus quatuor Capitibus traditam, progredior. 

Tubmgae, iMart. 1793.. 
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Caput A* 
Themmatis bmomialis Newtoni dmonftratio generalis eletnetrtaris. 

T^ heorema binomiale NewtqNI uniyerTimr ad quoSicunque exponentes , pofitivos & 
negativos, integros & fraftos, extenfjim adeb uberis eft per totara mathefm ufus, 
ut demonftrationem ejus firmam & elementarem fununi mcMnenti effe cenfeam ; eo- 
que magis, quod^Vir celeberrimus, a quo denominari confuevit, & plurimi infignes 
mathematici poft ipfum, fola, ut videtur*, anatogia fulti, formulam, de exponenti- 
bus integris ac pofitivis tantum eo, quo par eft, rigore demonftratam, adexponen- 
tes fraclos & negativos appllcare acquieverunt In Diflertatione raea , infcripta : 
^xfofitiof» elementaire des principes des caUuls fuperieurs ^ p. 26^ ejusmodi demonftrationis 
compotem me effe afferui; fed brevitatis ftudio eam omittere confultum duxi. Quae 
cum fuerit, utnon omnino facilis , in Diario litterario Goettingenfi (Nro. 165. 16 Oft. 
1788.) defiderata; in hac introduftione illam exponere non dubitavi. Confentit ea 
praeter leviores quasdam mutationes & illuftrationes , quas neceffarias effe cenfui, 
cum methodo^ quam in Commentariis Acad. Reg. Berol. ad annum 177T. tradidit 
illuflris Segnerus; &, quo debet, modo evoluta mea quidem fententia tam propo- 
fito fatisfacit, quam ea fe brevitate commendat, cujus demonftratio mere elemen- 
taris capax effe poteft. 

§. a. Theorema. Sintduae quantitates P & P\ quales fequuntur 

I 12 183 I 4 I 5 

Dico: produ6tum ex hisce duabus quantitatibus conflatuhi ejusdem efle formge, 
cujus utraque illarum , R loco r» n aut n illarum fiimma n+n fubftituatur. Nempe 

pp = a-+«'+^n+a'-,^+!»tl.2±!L:!an+«'-.^a+!!t!L\..^V+^^^^^^ + 

I I 2 - 1 3* 
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Etj^rimo quidem exponentes rtt o ih facceirivis ^odufti terminis progreffionem 
arithmelacam decrefcentem fequuntur, cujus primus tennintts eft »+»', & commu- 
nis term*morum difierentia eft unitas. Exponentes autem n b fequuntur progreffio- 
nem numerorum naturalium crefcentem inde ab unitate. 

Determinanda fupereft lex coiffficientiua; 
i^. Co^fficiens prinu termini eft unitas. 

2<'. CoSfficiens fecuodi termini eft ~ 4. !L 

II 

3**. Cogfficiens termini tertii eft 













4^. Coefficiens termini quarti efl: 
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5<>. CofetlideQS termini quinti eft 
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6^. Co§%iens termim fexti eft 

n ^ ^ f ^ *H 



-,11 B-3 n 

1 4 5^ 
■ , »1 «-2 n i,'-i 

1 3 ^* 5 

« fr-i n n«2 
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3 4 

, , » «-I fi' n'-i 
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r 2 3 4 

+4.^^'-.l:a 

13 4 

+ 1 ^l 

* 4 J 



Generatim, oftenfo, quod lex valeat pro termino quocunque ««>, fcHicet quod 
coSfficiens «ti termim eft ^.2+^ «+«^.). ^^^^ ^^^^^ ^^^^^ 

etlam valere pro termino fequenfci »B+i«>i fciacet coefficientem huius termini efle 
«+« «+«-i «+»-(««-1) "^ 
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Ergo fi lex co6fficientium valet pro quocunque produfli termino , eadem quo- 
que valet pro cogfficiente termini feqiientis. Atqui valere demonftrata fuit in ter- 
minofecundo, tertio, quarto, quinto, fexto: vatet igitur etiam in feptimo, atque 
hinc rurfus in oftavo, tum in nono, & fic confequenter in univerfa ferie. 

§. b. Jpplitatio prma. i°. Quadratum quantitatis hujus form» 

1 I a 13 14 

eft a^-+''^^^'^b+^^~a^^^b^^^ ... 

^i 12 13 ^4 

2^^ Hinc cubus ejusdem quantitatis eft . _ 

ai-+^^a^^-ib^.^—a^^'^b'+^^ . . . 

Hinc iterum 3°. potentia quarta praediftae quantitatis eft 

^404.42^40.1^+ 4L\4!!iL^4n^a+j^... 4^^ . . 

. X i 2 I 3 I 4 

Et univerfim, quicunque numeru? integer pofitivus fueritm, potentia nf^eyjs-^ 

dem quantitatis eft 

^ft+ — a^^^^bj^ — a^^^b^+^ . . . ■ — a^^^b^+ — . • • — ^a^^-^b^ + . . . • 

1^12 13 14 

, §, /. jippUcatio fecmda. Viciffim, dehotante m numerum quemcunque integrum 
pofitivum, radix wi«» quantitatis 

^n+V^+!?,^an-^^a+^.,.^^.^3^34.iL...^an-4^4 + .... 
1 12 13 14^ 

eft tf«+wa*" ^+w.fn g"^ b^+m^..m^a'^ b^+m^.^T^a"^ b^^^ 

I i" a i^ 3 i" 4 

Etenim (per applicationem praecedentem). prior quantitas eft potentia m« pofte^ 
rioris: quare viciffim pofterior qiiantitas eft radix m^ prioris. 

§, d. jipplicatio itrtia. Sint w & « numeri quilibet integri pofitivl. Dico effe 

r 1 ft I 3 I 4 

* * Etenin^ 
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X 



■ m 



£teniin(a+&r=n«+*)» 



n « " » « « , 1-2 » " - --3 » ",a --4,- . -^ ^ 

«tf^+mfl^Wm.^fl"* ^»+§...1«;^«"* F+«...«_fa« M + .... (§.0 

§. f. CoroUarium. Univerfim igitur, fi » fuerit numerus rationalis pofitivus qui- 
cunque , five integer , five fraftus , 

(,+^)« = a"+ ja«-^+f ^l-'a-^= + ^. . ^fl-s^ + ^ . .^V4^^ + . . . 
/ §. /. JppBtiUio quarta, Sint duK quantitates 

*^iia .1 3 I 4 

Produftum ex illis faftum reducitur ad primum terminum fl"xa-»=si; cum 
terminorum omnium fequentium coefficienteslngrediatur faftor «-»» = o» 

§. ?• Corotlariuw. Ergo 

I 13 13 * 4 . 



A' 



I 13 1314 

Atqui, « denotante numerum quemcunqu« rationalem pofitivum, denominator 
hujus fraftionis eft (a+B)" (§» 0« Ergo 



(a^by 



feu 



-« -«-x.^,t, .*» '"-*>^i_t» .-» ■*-.^, 






^S — — «» •«• ■ ■ -♦- -• • ^ !■*. i> ■ r I ■ » «■» •• • i • - V ■■- T i • • • -■ -» — • • • • 

^n 1 an+1^1 2 <|n+a i 3 <P»+3 X 4 <**+"* 

Eadem itaque lex.quas valet de expone^tibui rationalibus pofitivis, pariter 

appUcatur ad exponentes rationales negativos. 

5. A. 
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XI 

^. ft.^ Otrferatitio. (^wia ad exponerites hrotionales attin^^ cum per extraftio- 
nem radicum^ vero propius femper propiusque accedentem, quantitates furdae ex- 
prliM pdffint jjer quantitates rationales, quae a vero iHarum valore minus quam quan- 
titiate' dirta dif&rant; ad exponentes furdos appticare licet, qua^ de exponentibus ra- 
tioilalibus demonftrata fuerunt 

Obfervandum praoterea: calculos, quos quantitates exponentibus furdis affeftae 
ihgrediuntur, nonnifi per analogiam juxta regulas exponentium rationaiium peragi. 

Quod ipfom tanto etiam magis ad exponentes imaginarios pertinet; cum mera 
fint figna, facilitatis Sc univerialitatis calculi caulk ab mathematicis intf odufta. 

Caput B. 
De dtffsrentiis quantititum mutabiliuTH. 

§. U DefinHio. Vit aliqua quantitas mutabiCs , quomodocunque expreffa per 
alteram quantitatem mutabilem^ folam, vel cUm quantitatibus conftantibus combi- 
fiatam, Ptior quarititas dicitur/uu^ pofteridris, 

Quod attinet ad fun^onum divifionem in intcgtas & fraftas, uniformes & mul- 
^dnties, ratlonales & irrationales , algebraioBS Sr^ttanscendentes; videatur inter^ 
iaiios EtJXERi Iiaroduffio, Cap. I. 

§• k. Sit Pfunftio qtiantitatis variabilis jc uniformitar crefcentis vel decrefcen*- 
tis. Denotentur incrementa vel decrementa e]US iuccefiiva fignis 
Ax^ aAjf, 3AX, 4AJC, .... (fi-i)Ax^ «/bf. 

foc^effX '^'^'^'^ '^ ^^^ «+^^. ^3^» x^^...x+(n.€)^, x+nAx 

refpondent fun£tionis-Pvalores, , „ « ., 

deugnentur per P^ P, P\ P'\ . . P^^S P^ 

Et valorum horum mutationes ^ 

fiiccefliv» ita notentur AP^ £iP\ 4P ^ Ap\ . . AP>Hi, Apn-». 

Enwt ideo P\ ^ P + AJ» 

r =p* +Aj^ 



^-1 .3 /w-ii 4. /J/W-n 
f» » P^ + APMi. 



## 



Quan^- 
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XII 

Quantitates aP, ^P\ A^» ^^* LF^, A/W-i vocantur differentice prinii ordinit' 

quantitatis P. 

§. /, Si hae differentiae non fuerint conftantes; eaedem componentur ex qifett- 
titate conftant^e Ajc, & ex variabili x; adeoque pariter funt fundtiones variabilis x, 
Succeflivae harum funftionum mutationes, uniformi quantitatis * mutationi refiipn- 
dentes, defignentur per A'P, A»/^', A»/»", A'i^". . . AapN-u, a»/'»-». 

Hse differentiae differentiarum primi ordinis vocantur difftrentice. fetundi ordims 
funftionis P; & eodem quo prius modo obtinentur aequationes fequentes : 
Ap' = Ap + A»P 
AP" = AP' + A3p* 
AP™ = AP" + A^p" 

ApN-i — APN-»4-A»pN-ii • 
APN = APN-I + A*pN-«. 

§. w. Si differentiae fecundi ordinis non fuerintconftantes: pariter componen* 
tur ex quantitateconftanti Ajc' &* variabili x; ideoque funftione^ erunt quantita- 
tis X. Succeffivae earum mutationes, uniformi ipfius x mutationi refpondentes, de- 
fignentur per A^P, A3p', t^ip\ ^zpT . . . as/^-», A^ps-i. Differentiae iftae diffe- 
rentiarum fecundi ordinis vocantur differentice iertu ofiUnis; & rurfus funt 

A'P' = A»P + A'P 

Aap" = Aap' + A3p' ■ 

A>P' c=! Aap" + A3p" • 

A^P" = A»p" + A3p- 

• • 

A^pN =a A^pN-j+A3pN-i. 

§. n. Si differentiae tertii ordinis non funt conftantes; progreffus fit ad earun- 
dem differentias, feu ad differentias guarti ordinis: deinde funiliter ad differentias quinti 
ordinis, & hinc ad differentias fexii ordinis, atque ita deinceps; donec (fi fieri poffit) 
perveniatur ad differentias conjantes, feu quarum nuUae funt differentiafe. 

Gene^ 
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Generatim differentiae differentiaram »r— 1^ ordinis vocantuf differentia «ti ordi^ 
ms; & fic defignantur A»/>, A"P*, AmP", A^P'.. . A«i^N-w, a»/'»-'. Unde 

Am-«P' =3 Am-ijP' + A^P^' 
Am-iP" = Atn-iJD' + A«/^ 
Am^-iP*'' =3 Ant-iP" + AmP* 

Am-ipN-i 22 /^mr-ipM-ii -J. A^Pw^ 
Anv-iPN s= Am-iPN-i ^ AmiW-»^ 

§. 0. Differentiae omnium ordinum fucceffivorum fimftionis P immediate per 
leriem funftionum P, P\ P\ -P". . • Pn-», F^ exprimi poffunt modo fequenti; 
AP = P-^P 

AP' « p'-py 

Erp t.P'^<f^ -. i>^iP'+P 
feu A»P 

Ergo A3P = -P"-3^'+3P'-P - 

A3/»' = P'-3P"+3P'-^' 
Efgo A*P = P"-4P"+6P"-4P'+P 

Ergo iisp = i>''.5p'^.iop-.ioP'+5^'-^- 
Generaliter 

fit A»P-= P>*-!!!pM^ + ^.«^liIpM-i, -.*!... milpid^i + ... ^: mp'±p 

I I' a I 3 

& ideo 

Amp' = PM+..2 PM-+ 2 .^pM-l».» , . . ?!l«pM-,.4.!? . . . !!!:3pM-,.. ^ , , , + ,p 

112 13 14 ~~ 

erit 

Am+.p=pM+..^IpM+^.«pM-U^. . .^pM-i4.^...^pM-u,....+^f 'XP 

I 13 13 14 ~x 

•* 3 Ergo 
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XIV . 

Ergo general^er 

§. jfc Vici(rim temnnus quillbet Pm ftrie!-?, P', P\ P*,. . Pw-i, Pw ex- 
pritm potefl: per fua&oQem P^ &, ^«diSereoitias ixaeeBxSm «muium iordinum hu- 
jus ^n^tienis P. 
Etenim quoniam P* = P+/iP 

aV = AP+il«P 

jBtgo vP"C=P'4-AP') = p+aAP+A*P 
fjinc AP* = .AP+aA*P+A«P 

^o P'(=P'4'AP') = p+3ap+3a»P+A3p 

Hiac iiP" =^ AP4-3A»P+3A»P+A«P 

«rgo Pt=^"+Ap") « P+4AP+6A^P+4A3P+A«P 

Hinc itf>" = i\P+4A*P+6A3p+4A4p+A5p 

«rgo P'0=P"+AP")=P+5AP+f6A*P+i6A3P+sA4p+iX«P. 

G^itffM ik PM «. p + !!!iiP+*.^A^P+!!I. . ,!!!lfA3p+*:L....*!!:3A4p+... 

I I a 1" 3 14 

him AV» ^ AP 4. -^'P; 4. ^ . •!:iiA3p + !!1 . . . ^A<P+. . , 

1 1 a 13 

+ ^ ^2A»-ap + - . !^ Am-«P + !^ Amp + An>+>P. 
I 3 I il I 

erft pM+i(=pMf APM)=p+*!!J:!AP+1!^.'?rA*P+2!tf . . .!!!!lA3p+!!±^. . .!!!2a4p+. . . 
^ '^ £ I 2 I 3 I 4 

+.*!!+£.... !!!:!a"HP + '!!±£.!!!a««p + !!!±?A«»P+Am+tP. 
I s l . z 1 

Ergo i^aertudm 

PM = p + !!!iip 4. !!! .!!!:?A»p 4. !!?.,.!!!:?A3p + ^_ !^4p + . . . , 
^i^i» 13." 1 4 

+ ^ , !!llJ A»-aP + — A«twP + AmP, 

Prof o6tio faaec taagm £& immeati Jd i^lioUioaes, quae deinceps tradentur. 

3-9- 
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XV 
§. q. Cum funftio qu»ribet quantitatfs variabUis ^wte^liis yarjabilis Jiujus 
(immediate aut mediate) exprimi poffit; «ultum intereft, potentias quantitatis va- 
riabilis & differentias omnium ordjmmi Barqm potentiarum accurafius expendere. 
Ex fequentibus patebit, quanti fpeeiatiip liocrefpeftu momenti fit contemplatio po^ 
tentiarum exponentis integri pofitivi cujuscunque. . «, . - 

Theonma.. PotentizE quantitatis vanahUis,. oyus ^exponens «ft numerus irtteger 
pofitivus^ differentia ordinis, cu^us index idem eft cum exppnente poteftatis, aequar 
tur produfto contiauo Humerorun? naturafiiim iiide ab unitate usque ad hunc expo- 
nentem, duao in differentiae quantitatis variabUis potentiam ^Jusdepi.expQnentisc 
proindeque differentaae ordinum fuperiorum' ejusdem poientiaB ^uantitatis variabUis^ 
evanefcuQt. , 

Sit P=x«^, exponente « exiftente numero integio pofitivo. 
Dico effe Am/»= i.3,3;4.. ... mn;^. &prgiQ(jg ^ffl+r/>_ ^ 
M demonftrandum hoc tfaeorema oftendam primo: illud veram effe pro mi- 
noribus exponentis*. vajoribus, quales funt. i,*^,^, 4 . .. /Tumevincam: quod, 
fi theorema verum fuerit pro quoUbet exponentB «Jato^ idem «tiam vakat pro ex- 
ponente fequenti^ qui priorem unitate fuperet. 
"■■.,'' ' 

Exempkm u Sit P <= x 

4^= &x=i,/^» ... 

CoroUarim$, flf+i* =0; ^ * 

Mxempbtma. Sk P »= *? _ 

AP =s axJSfxi-Ax^ 

CorvlU- A»+3* s o; 
Eximplum^. Sit P = x^ « 

. AP = 3»jfi£v+3Jr4i»«+iVje3^ 
A5P(=A*ilP) ^ 3Ax.A^B«+3ZJ«*.A«x+Ax3.A»j 
^ 3A^.A2jfjf » 1,3.34^» 
CorolL £J^3x^ as o^ 

. £xm- . 
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'*' <;M 



Exmptum ^. Sit p = jc* 

AP = 4Jf3^Jir+6>f*Ax*+4;cAjr3+A;c^ 
A^P(=A3, A') = 4A;bxA3;tH6A;c*. A3jc»+4AJt3. AS^4-42iJc^ A^ i 
= 4AJfXA3jf* = 1.2.3. 4Ajc^ 

Generatim fit w numerus integer pofitivus, & P = x^. Probatum fuerit, 
^^^^ -^Ti'»^''^'^-^--'''^''" Dico, quod ^™-*-'^"^^ = 1.2.3. .-(^+OAx™-^. 



Etenim A;c«4.t ^ ^jtmArtf 



Ergo A»+i?f"+' 



I f»+i w«-i_^_^^ . 



-^"^^..a^^t^^ 



m+l.AxxAn^Jp"* 

+ ^.^A;c»XA«Jc«-i 

I 2 

+ ?!!t?...!!!:!AAr3XA«JcnHt 
X 3 

+ !!±I,..^AJc4xA«xm-f 
I 4 



^^.'Ix^l^xr^ + !^^!!?AJ.m-txA"** 

I a I a 

+ !^' jcAjc» +'!!i5AJcmXA"Jt 

+ Aa»""^ + Ajcm+txAmi 

r= (m+i^^jc><A«^« (hyp.) 
tes (f»+i)Aj!fXi.2.3.4...m-i.fwAjc«n(hyp.) 
ft= i.a.3.4 • • • (m+i)A^m+* 
Corotlarium. A«+»+'x»4-t — ^. 

Ergo generaliter A™ jip™ = i. 2. 3. 4 • • • fiiAjem 

& Am+'Jcm = o. 

§. r. Corottarium. Speciatim poteftatum numerorum naturalium fuccefrivorum, 

quarum exponentes funt integri pofitivi, diflFerentiae, quarum idtfices ordinum funt 

exponentibus his aequales, aequantur prbdufto continuo numerorum naturalium ab 

unitate inde usque ad illum exponentem; earundemque potentiarum difFerentiae, 

^arum index ordinis exponentem iUum fuperat , evanefcunt» 

Scili- 
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Scillcet 


A'n' = I 
A3«>'= i.a 

A3«3 t= 1.2.3 




Ar+m' c= 
Ar+a»» «s 
Ar+3«3 «s 






A^n* «=1,2.3.4 

• 




Ar+4»4 = 

• 


\ 




Anw» = l.a.3-." 


m 


• 





Cafus-particularis, corollarid hoc traditi, eximi» in fequentibus applicationes 
occurrent 

§. /. Eos inter cafus, quibus ad differentias conftantes nunquam pervenitur, 
notandus inprimis eft ille, quo feries propofita eft feries geometrica. 

Thiorema. Sit progreffio geometrica quaecunque. Sumantur differentise omnium 
ordinum terminorum hujuS progreffionis: feries harum differentiarum pariter funt 
progreffiones geometricae, eundem, quem prima, exponentem habentes. Sumatur 
autcm exceffus, quo exponens ifte fuperat unitatem, aut ab illa fuperatur, prouti 
progreffio eft crefcens aut decrefcens; & fumantur poteftates hujus exceffus, qua- 
rum exponens aequalis eft ordini harum differentiarum: feries illae erunt refpeftive 
prddufta ex terminis primae feriei per has poteftates. 

Sit rtS /i^S /l^S a^, a^S , . . fl(«^)S fl("-Oz, ^nz pr^greffio geometrica, 
cujus exponens a^. 
Series differentiarum primarum eft 

feu (a«-i)(a*, a^f^ a^^, a^y .. 
Hinc feries differentiarum fecundarum eft 

(fl*-i)*(flS a^y a^^ fl4«, . . 

Hinc rurfus feries differentiarum tertiarum eft 

(a^'iy((py a^f rt3S a^y . . 

Item feries differentiarum quartarum eft 

(f^'iy(a^y a^S fl3z, a^> . . 
&c. &c. : 

Qemratim feries diflferentiarum mta~« eft 

(/i«-j)«(aS a^», /13«, ' a^y . . 



^B-Ox— j(n- 


a)*, ^Bz_^(i»-Ot 


. /iC»-^>, 


fl(n-i)z^ 


. fl(«-3>, 


fl(M)«) 


. fl(«»-4)«. 


«(«-3)«) 


. <iC"-s)«, 


«(-4)«) 



&c. 



^iK«-i)2, a(*^J*). 



*i»ifii 



§.<. 
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§• /- Notari etiam merentur omniuiYi ordinum difFerentiaB.finuum6c cofinuum 
arcuum in progreffione arithmetica crefcentlqm aut decrefcentium ; & inprimis 
(propter applic^tiones fequentes) differentiae fmuum & colinuum arcuum juxta fe- 
riem numerorum naturalium crefcentium. 

Lemmatanota. i°. Differentia finuum duorum arcuum aequalis eft duplo produ* 
&o cofinus dimidiae fummae per finum dimidiae differentiae horum arcuum. 

2°. Differentia cofinuum duorum arcuum aequalis eft duplo produfto finuum 
dimidiae fummae & dimidiae difFerentiae horum arcuum, v 
Hoc eft: i^. fm.fl — fin.6 = 2Cof.!!±^ fin.''— 

2 2 

2^ c6f.«— cof.6 = 2fm.^*fin.^. 

2 2 

Jpplicatto. Sint fin.fl, fin.2fl, fm.^a, fia.4a, fin.Sfl, . . . fin.«fl finus arcuura 
juxta arithmeticam numerorum naturalium progreffionem crefcentium. 

Series differentiarum primarum erit 
2fin.|a(cof.|a, cof.fa, cof.|a, cof.^a, cof.^a, cof.f a..r.) 

Series differentiarum fecundarum erit 
— 2^fin.^|a(fin.2a, fin.sa, fin.4a, fin.sa, fm.6a, fin.^a . . . .) 

''Serics differentiarum tertiarum 
— 23fin.^^a(cof.|a, cof.fa, cof.fa, cof.^a, cof.^a, cof.^a....) 

Series differentiarum quartarum 
+ 2'*fin.'*|a(fin.3a, fm.^a, fin.sa, fin.6a, fm.^a, fm.8fl. . . .) 

Series differentiarum quintarum 
+ 25fin.^Ja(cof.|a, cof.fa, cof.5j"a, cof.^a, cof.^a, cof.^a....) 

' Series differentiarum fextarum 
— 2^fin.^fa(fin.4a, fm.sa, fm.6a, fin.7a, fm.8flf fm.9fl....). 

Generatim feries differentiarum ordinis paris zm eft 
25»fin.2»n|a(fin.(m+i)a^ fm.(»H-2)a, fm.(»H-3)a, fin.(«H-4)a, fm.(m^s!)a . . . .) 
cum alterutro figno ±, prouti m eft. P^p^y. 

Series differentiarum ordinis imparis im+i eH 
a^nM-ifin.?m4iia(cof.^a, cof.^^5^, coC^a, cof.^a, cof.52±l£a . . . .) 

* 2 2 2 2 2 

. cum alterutro figno ±, prouti m eft .^^^ P". ^o^ Si^t 
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XIX 

2^. Sint cor.a, cof.an, 00^.3^, cpf.^a, cof.Sfl, cof.efl^.. . cof.na^ cofiaws arcuuiE, 
jjuxta ferietn immerorum naturalium crefcentium. 

Series diflTerentiarum primarum eft 
— 2fin.-Ifl(fin.|a, fin.fa, fin.^, fin.fa, fin.ya, fin.^a . . . .> 

Series differentiarum fecundarum eft 
— 2^fin.*|a(cof.2a, cof.^a, cof^a, cof.sa, cof.6a, cof.ja....) 

Series difFerentiarum tertiarum eft 
+ 2^ fin.3|a (fin. |a, fin.|a, fin.fa, fin.^a , fin.^a , fin.fa . . . . ) 

Series differentiarum quartarum eft 
2 ^ fin. "* la (cof.aa , coH^a , cof.^a , cof.6a , cof.^a , cof.Sfl » . . . ) 

Series differentiarum quintarum eft 
— 25fin.^|a(fin.|a, fin.fa, fin.ya, fin.fa,^ fin.^, lin.^ . ) 

Series differentiarum fextarum eft 
— 2^fin.^|fl(cof.4a, cof. sa, cof.6a, coCya, cof.ga, conga . . . .) 

Generatim feries differentiarum ordinis paris 2m eft 
22nifin.2m » fl (cof.(w+i)a , cof.(iw+2)a , cof.(wf+3)a , cof.(i»f+4)a, Cof.(m+5)a . . . ) 

cum alterutro figno +, prouti m eft f^^^. 
. * impar 

* Et feries differentiarum ordinis imparis 21»+ 1 cft 

izm4.irin.2m4.ita(fin.?!!!lla, fin.?^a, fin.?."!±Za, fin.?!!i?a, fin.^-^"a . . . .) 
22 2 2 2 

cum alterutro figno +, p/outi m eft JJ^J^f . 

SchoHum. Omiffo faftore 2'"fin.«"|a; feries harum differentiarum fucceffivarum, 
parite^: atque ipfae feriesprimitivae, periodice in fe redeunt, aut funt femperdiverfas; 
prouti arcus a & dimidia circumferentia commenfurabiles, aut incommenfurabiles 
funt. 

Monenda de eompendiojb differentiarum ft/mbolismo. 

Jn fequentibus, compendii & majoris impreffionis facilitatis caufa, differentiae 
ordinum fucceffivorum potentiarum numerorum natnralium , quarum exponens m, 
pienunque defignabuntur, ut fequitur: 

♦*♦ 2 Diffe\ 
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DiflTerenti» Defignatio cottipendioBi 

2<i« «m-2(l»-l)«»+(«-2)« A (iim . . , (n-a)»") 

^tiae «m - 3(11- l^^n+S^H-l)»" - («-S)"" A'(«"« . . . («-3)™) 

^w n«»-4(«-l)'"+6(n-2>n-4(fi-3)"+(«-4)'" A\n^ . . , («-4)») 

^xx ffia . 5(«.i)™+io(«-2)" - iQin-zy^-^Si^-^y^ - C«-5)"* ^ '(«"' . . . («•5)'"). 

f^ «n> . ?(«.l)">+ f •?:i(«-2)«... HF f («.(p.l))"^±(«./;)"> AP («^ . , . («.f )«"). 

112 1 

Caput C 
D^ fummis poteflatum 7mmeroru?n aquidifferpitiunL 

Xomm?? poteftatum numerorum aequidiflerentium (quos inter feries numerorum 
naturalium primum tenet locum) adeo frequenter calculos fuperiores ingrediuntur, 
ut ftriftim de illis in hac introduftione dicere confultum duxerim. 

Plures mathematici variis modis eas indagarunt atque expofuerunt. Cum autem 
fcopus in hac traftatione mihi praecipue propofitus fit ilUus ad limites diftarum 
fummarum applicatio : nulla methodus potior & huic fini melius accommodata fe 
njihi obtuUty quam ea, qua ufus eft fagaciflimus Pascal in eleganti opufculd, cui 
titulus: Poteftatum numericarum fumma (quod pag. 34 fqq. infertum eft libro ipfius tn- 
fcripto: Traire du triangle arithmetique. Paris 1665.); & qua poteftatum cujusUbet or- 
dinis fumma ad fummas potentiarum ordinum inferiorum reducitur. 

§. o. Lemma. Sint a & a+rf duo numeri ad potentiam quamlibet evefti, cujus 
exponens r. Diflerentia (fl+d)' — a^ harum poteftatum (per §. ^.) erit 

112 13 14 i^ ^ 

5. V. Sit feries terminorum aequidifferentiunl , quorum minimus fit a, diffe- 
jrentia communis d, & numerus «• 

Sit (compendU caufa)/«a^ fumma poteftatum, quarum exponens r, terminorum 
inorum inde a primo a usque ad r^ a+(«-i)rf. Accipiatur etiam eadem poteftas 
termini a+nd nltimum fequentis. 

Sunitis diflerentiis poteftatum ejusdem cxponentis quorumlibet duorum termi- 

Horum contiguorum, erit (§. «•) 

f: (a+d)r 
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(^.^'-CH^ »r(^-ii +r.!:il(a+rf)r-ad» +f...^(«+d)-^rf3 ...+r^^^^^ _^^ 

(«+3</)-(^2^' ^ =r(<H.^rf)'-.d +r.r^V2rf)«^» +r...ri£(»f20'-3i3 ... +r(»f^^^, ^ ^, 
(«H-^-^^-^o+sO' -r(«+3rf)r-.i +r.':i!(^3rf)r-,d* +r...rii(^3rf).3i, ... +r(«+3^rf,-x + ^, . 

• • • . t • * 

(-+(»-2)rf)'-(«+('^3y)'=r(«+(»-3)^)-'^+-^^'(«4<«.3)rf)'-^d«^ 

(a+(«-i>f)' - («+(«-2)rf)r =r(fl-K«-2>o-'rf+r . rii(«+(«.2)rf)-^«+r...!^(«+(«.,y)r-3rf3. . . +r(a+(„.;,)rf)^,^^, 

(a+»^r.^«+(„.l)^)r=:(«+(„.,)d)r-id+r:i£(«+.n.i)0'-*j»+.^^ 

Summa omnium priorum membrorum harum aequatiMium eft (a+»<f)r_ar. 
Et fumma omniuin pofteriorum membrorum eft 

rd/.nar-i + :/^d-j:na'~^ + r...!:^d^j:mr-3 + :.,r-^^<j^^^^ .... +_Vi/„a+„dr. . 
Hinc -^djlnar-i^ (a+«rf)r _«r« (r.^V/:oa-a+r...J^rf3/:„aN.3 + ....+;rrf^y:„„+„^,N 

Unde ^V«" = (^«-0'+»-«' "-(rti . rrf-/««r-l +!±1. . S^^Zf.„ar.z +:... + !±Iiry:„«+„^,^ A^ 

Et fic fumma pbteftatum cujuslibet ordiais per legem omnino reguferem ad fum- 
mas poteftatum omnium ordinum inferiorum reducitur. 

§. *. Exemplum. Series numerorum aequidifferentiuro fit feries numerorum 
naturalium ab unitate usque ad »; ubi «= x , rf= i. Et fit fn' fumma poteftatum 
ordinis r primorum n numerorum naturalium. Fit 

Sit r=i. Fit 2/0 =(«+i)2-i-n = o.«+i 

r = , 3/:«» = («+,)3.i,r3fy:„+„>|^ "-"+l. ^«+1 



. '^a 



Digitized by 



Google 



XXII 

r=3 .4y:»3=(«+i)*-i.f±^/'»«+^^«-H»*)=»*.(»fi)» 

r = 4 5/»« = (»+i)5 - 1 . f ld/:»»+ ^irl.f.n-^-it^fn-Vn) 

>»i.a 1^.3 i".4 '' 

.3 1...4 i".S 



r=5 6/«5=(„^.i)6.i./^6^/:„4+6»4-.^j^6»^.»^6»£y.^^ N 

>-i.a 1...3 1...4 I...S ^ 



r=6 



7/:«6 = («+0' - 1 -CZ:^/:«5+I:::i/:iiH7r4/«3+ My:^»^.?:^!/»^ A 

^i.a 1...3 1...4 I...5 i."0 -^ 



§. y. Ad fcopum noftrum pertiaet obfervare, quod 

/« s= -^»»+i?« - r ubi -^=§ 

/»» = ^«3+5»»+C« ubi -<4=^ 

/j3 = ^»4+5«3+C«»+D» ubi >f=| 

fn^ = ^»5+Zf»*+C«3+Z?«»+£« ubi ^=1 

/»5 _ ^n^+^B^+CB^+ZJw^+je^^+Fo - - - - ubi -<f=i 

/»6 = ^^+^o^+CoS+ZJ^^+^fl^+iffe^+Gji - - - ubi A=\ 

• • • 

• • • 

• • • 

Quod ad reliquos coefficientes attinet: B eft conftans, nempe ^ |. Caeteri autem 
C, D, E...jL^ M pendent ab exponente variabili r, juxta legem quamdam, cujus 
evolutio ad fcopum praefentem non pertinet; & de qua videatur inter alios Jac. Ber- 
NOULLI Ars conjeSfandi pag, 97* 

Caput D. 
De finibus et gofinibus arcuum multiplorunh et de finuum in faSlores 

refolutione. 

§. z. Lmfnanotum. i^. fin.(fl+^) = fin.flCof.5+conafin-ft 

a°. cof.(a+6) = cof.acof.fr — fin.afin.fr. 

§. oa. Ex his duabus formulis deduci pofllmt expreffiones finuum & cofinuum 
arcuum, qui multipli funt alicujus arcus propofitL Scilicet 

i*^. cof. 



•* 
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1«. cof.2<«coC(»fa)) = cof.«a-fin.»a fin.2a(=5fm.C»f«)) =5 afin.«cof.«. 

2*. cof.3«(=cof.(2«+fl))=cof.2flcof.a.fin.a«fin.« fm.3fl(=fm.(2fl+fl))=fin.2acof.fl+cof.2ofui.« 

«=cof.'o =3fin.fflcoC'ffl 

—3cof.fflf1n.ao — fin.9«. 

3» cof4fl(=cof.(3o+fl))=cof.3fflGof.ffl-fin30fin.a fin.4fl(=fia(3o+«))=fin.3acof.fl+coC3afm.ffl 

=co''-4« =4Cof.3flfin.« 

— 6cof.«flfin.»ffl —4cof.flfin.3ffl. 
+fin.'».o 

4«. cof.5e(=cof.(4«+ffl))=cof.4ocof.ffl-fin4flfin.o fin.5«(=fin.(4ii+o))=fin.4ocof.«+-cof.4flfin.« 

■=cof.'o =5cof.4flfm.« 

-iccof.3fflfin.«a ^ -iocof.««fm.3fl 

+ 5cof.fflfin.*a + «„.5^. 

,5'. cof.6«(=cof.(5fl+o))=cof.5flcof.o.fin.5ofinui fin.6fl(=fin.(5fl+fl))=fin.5flcof.<H-cof.5flfm.« 

=cof.6o =6cof.5flfin.fl 

— i5cof.^flfm.*o - — 2ocof.3flfin.3a 

+ i5cof:>«fin.4a + 6cof.«fin.5o 
— fin.*«. 
Exempla haec fufficiunt ad indkandjun legem harum expreflionum, qua fit 



COf.SWM = cof.awfl 


fin. 


i,ma 


= ~cof.««^iflfm.a 

I 


-^.^'"■'cof.«»-a«fm.»a 

I 2 






-2??...^'""2cof.»m-3«fin.3« 

I 3 


+ ''"...''^3cof.a«-4flfin.-»o 
I 4 






+ £?... £^cof.a«-5flfin.5fl 
' 5 


V25I 2«-5cof.a-H5„fi„.6a 
I • 






--...^'"■W.».^7flfin.7fl 
+ 


+----. 







„ cof. * fm,»-2a 

I 2 - 

+ fm.««a 



-T-2fif 2IW-2 -.^ ^ 

+ —- •— — cof.3flfin.««»-3a 
^ 3 

i — cof.nfin.«»-ia 



cof. 
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cof.(2»H-i> = cof.2"M-ia fin.(2»>H-i)3= 2!!!t£cof.*««an.« 

»2 13 

+ ^-!!^...^co(.2r^aRn.U +?!:±i...^cof.«-4afin.5« 

-?!!±£. . .^J^cof.«m-Safin.*« -2^^ . .^oC^n^arm. U 

+ + 

• • • •' 

13 .12 

+ £!!!±!cof.afin.a<na + fm.^nM-ia. 

Demonftratur lautem modo mathematicis familiari: quod, fi haec lex obtineat pro 
exponente quocunque ' propofito', eadem etiam valeat pro exponente unitate majorL 
Sed lex locum habet pro exponentibus 2 , 3 . . >. 6 : ergo & locum habet pro exponente 
fequente 7; inde pro exponente 8; & fic deinceps. 

5. ab. Termini igitur, quibus expreffio cofinus arcus wP^» arcus a conftat, funt 
termini alterni binomii (cof.jsr+fm.^)'"; fed alternis vicibus, a prirao inde, fignis + & 
— affefti: & termini, quibus conftat expreftio finus arcus ejusdem wp'» funt reliqui ter- 
mini alterni ejusdem binomii, aiternis vicibus a fecundo inde fignis + & — pariter 
affem. 

Quoniam autem dimidia fumma potentiarum ejusdem exponentis m fummae a+* 

& differentiae a — b duarum quantitatum realium a & fr conftat terminis alternis bino- 

, mii (o+fc)», a primo inde, iisque figno +affeftis; dumdimidia differenti^harum pote- 

ftatum continet reliquos terminos alternos etiam pofitivos : ut expreffio cofinuum ar- 

cuum multiplorum reduci poffit ad fummam poteftatum fimilium fummae & differentiae 

cofinus & finus arcus fimplicis; finus hic affici debet cofefficiente tali, ut potentiaer 

ejus impariter pares figno — afficiantur, poteftates vero pariter pares maneant pofi- 

tivae. Quod fiet, fi loco cof.:5+fin.af fubftituatur cof.«+fin.5!j7^-i; unde adhanc de- 

A.y.\rr.... ^ cT c (cof.2 + fin.a? ^- 1)»" + (cof.«-fm.27^- l)» 
ducimur expreffionem cof.m == ^ • ^ ^^ ^ • 

Evo- 
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Evoluta autem duarum poteftatum (cof.Sf+fin.ar-i)'", (cof.2.fm.«r-i)«difFe- 
rentia, omnes ejus termini afficiuntur cogfficiente imaginario ?^— i; unde, ut expreffio 
maneatrealis, inferimus Gbmz « (cong+fin.g r- i)'»~(cof.»-fin.ar- i)m 

Quodfi enim exprefliones hae verae fmt pro exponente quodam i», eaed6m etiam 
valent pro exponente unitate majore w+i. 

Etenim 
cof.(«i+i)a; = cof.wa;cof.a— fin.»»2fin.a 

^ (cof.z-Ffin.st/'-i)"'+(cof.g-fin.a!^'-i)'" ^ (c6f.;fe+fin.gv^-i>f(cof.g-fin.g^-n 

2 2 ~ 

_ (cof g+fin.gv^-i)m— (cof.s - fin.gy^-i)'»' ^^ (cof.g+fin.gv"-i)— (c ofa-fin.gv/'-^ 

2V--I ^- ^i 

Quae fumma reducitur ad (cof-^+fin.gj^- i )m4-i+(cof.g - fin.gy^- i)m+i ^ ^^. pj.QpQf,j^^ 

Eodemque modo fit fin.0»+i)3 = (cofz+fin.s»/'- i)m-n~(cof.g-fin.g</'- Om^.i 

2V^-I 

Obfervatio. Exprefliones hae imaginariae (quge in calculo inprimis integrali, & In 
ferierum fummatione frequentiflime ufurpantur) mera funt figna, majoris calculi faci- 
litatis gratia ab matHematicis introdufta. Partes earuiri (cof.z + fin.S!?^-j)m feor- 
fim fumtae omni fenfu carent; & operationes his fymbolis juxta regulas calculi Utte- 
ralis ad eas extenfas inftitutae eatenus tantum quantitates reales ultimo exhibent, 
quatenus termini imaginarii, quos exprelfiones illae continent, fefe mutuo deftruunt. 
Scilicet gequatio aa = (o+rf)+(o-<f) femper obtinet, quidquid fit d; ideoque etiam Ci 
d involvat fignum impoffibilitatis, quod utramque expreffionem a+</, a—d pariter im- 
poffibilem reddit. 

$. ac. Quoniam ^nf «,.- (cof « +fin.«r. i)m+(cof ^ -fin.«K- i)m 

2/ - I 

erit acof.fwa =(cof.s+fin.2?^-i)m+(cof.«-fin.2?^-i)m 
et afin.w» y"-i = (cof.2+fin.a?^- 1)« — (cof » - fin.3 V- i)m 



» * « « 



Unde 
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Unde fit (coU+rm.zV^' i)w=cof.m+fin.w2)^- 1 

et (cof.^f- fin.2.y^- 1)»" =3 coi.mz-rm.mzV^" i 

t 

Hinc . coU+rm.zr'-! =:(cof.fW2+fin.wx5?^-i)' 

et cof.« - rm.zy^ I =: (cof. wi;s - rm.mzV' i)' 

Unde cof,:»' ^ (coLmz+fm.mzir^iT+(co(.mZ' fin.n gr-i) 






2 
I 1 



^ _ (cof.fiig+fin.w ^?^-i)"'-Ccof.fflg - fin.wg>^-i )" 

a?^-i 
Projnde eadem lex, quae valet pro finibus & cofinibus arcuum multiplorum, pa* 
riter valet pro finibus & cofinibus arcuum fubmultiplorum. 

§. ad. Theorema Cotejianum (a fagaciflimo ejus auftore denominatum) illudefl:, quo 
demonftratur, funftiones utriusque formae a^±S^ in faftores binomios aut trinomios 
refoivi modp fequenti: 
I ^. a^n-|. bzn = (aa-zabcoi. —7r+bb) %^. aan+i+6i5n+i=(a+i) X (ao-aa^cof.— — 7r+ bb) 

Y.{aa^%abco{. ^ 7rArbb\ X(aa.2aicof..-4-'^+ifr) 

X (aa-^abcol-^Tr+bbS X (oa-aaicof.— — ^+i^) 

2« 2fH"I 

X (aa-^a^cof. ^^7r+bb) X (aa-aabcoC.^^^Tr+bb) 



2» 



X (aa.aaicof.?!!:2'T+66) X (aa.2aicof.— — tt+W) 



2» 



2W+I 



3^. aan.6an-(fla.&A)x(aa.2a^cof.— TT+^M a«>. a^n^^l'^b*^'ri==:(a'b)X(aa'2abco[.'—'7r+bb) 

2» ^ T 2»+I 

X (aa.2a&cof.-i-9r+W) X (aa.2a&cof.-^7r+i*) 

X(aa.2aftcof.— TT+W) X (fla-^afccof.— r-Tr+t^) 

• • • _ 

X (flfl-afl6cof.^4^+W) X (fla.2fl*cof.^^'?H-fr6) 

X(afl-aflicof.f^7r4-iM X (flfl-33^cof.-^'a+**)- 

• ^ 2» 2»+I 

Theo- 
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Theoremati huic demonilrando (quod a variis auAoribus prseftitum eft) non im- 
moror; quamvis talis ejus demonftrationis compotem me effe credam, quae fimplicitate 
fua fefe commendat, Pergo ideo ad illius applicationem, quae deinceps utilis erit. 

§. ae. 1°, In prima formula fiat a = ^ = i: 
fit :: = a(i — cof — if) 

X2(l— cof.-3-7r) 

an "" 

X2(i— cof.-^Tr) 
2n /" 

X2(l— cof.2^7r) 
2n 

X2(l-C0f.^^) 

2» 

= 4''fin.»i-frm.»-^pfin.>i-/»...fm.=^3^fin.=»^^ 

211 2n 2n 2n 2» 

Unde ra = anfin.JLpfin.^pfin. A/;... fin. ?^p fin. ^"^p. 
2n 2n 2n 2n a» 

2°. Ex fecunda formula fit pariter 

r^ = 2nfin.-^/;fin.^/^fin.-^i7. . . fin.^^^pfin.-^i^. 
2n+i 2n+i 2n+i 2n+i 2«+i 

go^ a2n_iaii-c(fla-W)(fl2n-24-fl2ii-4W-f a2n-6fr4^^ ^ , +fl**3n-4 + *^n^2) 
Hinc a^n-H^"""4^*+«^""^i'* + ...+fl^*^4-f-^2n-2 == (afl-aflftcof.i-Tr+W) 



ff 

•2 



X(flfl-2a6cof.±7r+W) 

X (Oa - 2fli& C0f.i TT + 66) 



X (oa- 2fl6 cof.— 7r+ W) 



X (aa.2fl6cof.^^+6/r). 



Hincfaais a=6=i.^ fi=4«-ifin,»l;7fin.»l/ffin.*ip . . . fin.*!!:?;7fin.»— p 

- n n n n w 

et r«=»'>-ifin.if.fm.ii> fin. ip... fin. — f fm.^f. 



4°. fe> 
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4®. Ex quarta formula fit pariter 

§. af. Poft Cotefum theorema ipnus fuit amplificatum , & formula quoque 
fl2«±2a"6«cof.(p+^2n refoluta ia faftores, ut fequitur, prouti « numerus eft par aut 

impar: 



^ a» 

X (OJ- labcol^^^^ + **) 
^ . a» 

^(«,.,atcof.^^±^+*^) 



X(afl-2«iC0f.^^ + W) 

x(fla-aflfecof.4ri:^+W) 



X(fla*.aatcof.(^'ii^)^;i^ + **) 
^ a» 

X(«a.aatC0f.^^^?:ii^+W) 



xCtw-ani^cof. 



2»^ 



+^6) 



= (fla-ati6cof.-^| — Vbb) 

^ 2W+I 

XCafl-aflicof.^^^^ + W) . 

X (afl - 2oft cof. ' ■ + bb) 
2W"ri 

X(aa-2fl6cof.'^'^+W) 
^ 2«+I 

X(aa.afl6cof.*^ + W) 

2»+I 

x(flfl-2flteof.(3!!i^^+w) 

^ 2W+I 

X(flfl-2aiC0f?i^^ + ^t) 

^ 27i+.I 

X(flfl-2fl6C0f.^'^ + W). 



%. ag. Hinc faftis a = &-i, erit 

c .<^c ,--<Pfi„.^rm'^'^-^na'15±?...fm.'<13^fm.'^.l^ , 

i^4fm.'<p=4»"fm.'£nn.'--^fm.-^rm.— lia._- 1 . ^^ ^„ ^» 



r <Pr ^-<Pfin'^+^fm^''-'Pnn^...fm.^!:i^na.(^:i>^fm.!!^ 
tt nn.(p=22''-inn.^na.^fm.— lm.-_nn. ^^ ^^ ^„ a„ 



2» 2» 

a»7r+(p 



2«+I 



r a <P r .'»•-? nn»'^+<Pfin«^'^''^fm»22±£...fm.'^5^na 

r <P r •^-<P fln '^+<Pfin^-^fm?^,.,fm.^fm."^*. 
et fm.<p= 2»«fm.^-^fifl^^fin.— /m. — lm.^^^^..,im.^^j ^^^ 



Caput I. 
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Caput Primum. 

De Umitibtts Quantitatum et Ratidnum^feu de Metbodo 

Exhaujlionis. 

§. r. 
Defimtiones. i^. |vi quantitas mutabUis remper minor fuerit quantitate 
data (rautabili fcilicet homogenea, quod deinceps femper fubintelligatur) ; fed 
ita augeri poterit, ut major fiat quacunque quantitate dati, quae minor eft 
prima quantitate data (& tam cum hac quam cum mutabili homogenea> quod 
pariter deinceps femper fubintelligatur): haec prima quantitas data , dicitur 
LUnes Quaniitatis mutabilis crefcentis. 

2^. Et fi quantitas mutabilis femper major fuerit quantitate dati, fed ita 
minui poterit, ut minor fiat quacunque quantitate dat^, quae major eft prima 
quantitate dat^ : haec prima quantitas data dicitur Limes ^uantitatir mutabilif 
decrefcentis. 

3^, Si ratio mutabilis femper minor fuerit quam ratio data; fed ita augeri 
poterit , ut major fiat ratione quacunque dati , quae minor eft ratione prima 
dat^ : haec prima ratio data dicitur Limes Rationis mutabilis trefcentis. 

4^. Si ratio mutabilis femper major fuerit quam ratio iJata ; fed ita minui 
poterit, ut minpr fiat ratione quacunque dat^, quae major eft ratione prima 
dati: haec prima ratio data dicitur Limes Rationis mutabilis decrefcentis, («) 
E re efle cenfeo definitiones has nonnuliis exemplis illuftrare. 

Sit progreflio geometrica decrefcens: i, p, p^, p^f p^ P^^^i in 

qua proinde p eft minor unitate. Summa n primorum terminorum hujus pro- 

gref- 
(jo) Defimtiooes hae, pariter tc propofitioDes noonuUae faoc capite expofitae, defiiinptae 
fant ex Opafcalo R. Simson, infcripto: De Lindtibus Quantitatum & Rationun^ 
Fragmmtum; qood reperitur interOpera pofthuma infignis illius Geometrae, irapen- 
fis Viri erQditiffimi , & fcientiarum mathematicarum fautoris generofiffimi Comitis 
Stanhoi>s in locem edita : Glasguae 1776. 

A 
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ereffionis eft : - — ^ = -^ — -^. Ideo fumma quotcunque terminorum 

hujus progreffionis minor eft quantitate — — Atqui: auct6 n, quantitas f », 

& ideo etiam quantitas J- — , poteft fieri minor quacunque quantitate data; 

i—p 

ideo Quantitas — ^-— poteft fieri major quacunque quantitate datS, 

1 I— /7 I -p 

fluae minor eft quantitate dati -i — Hinc quantitas dicitur limes va- 

ioris cum numero terminorum continuecrefcentis, quem fumma progreflionis 
Ulius geometricge obtinet. 

Idem valet de fummis nonnullarum aliarum progrefllonum, quales funt 
feries numerorum figuratorum reciprocorum, aut aequimultiplorum five fub- 
multiplorum eorundem. 

Sit V. gr. 5= — + -j^j + J7J + ^ + jT^ + 677 "^ ^^ "^ 'i^i 

Erlt5«l-^ 

•"^+1-1 . 
+i-f 



1 

'a— I 



+ i- 



S5 I 



1 
I 



Auft6 »; quantitas — i— poteft reddi minor quacunque quantitate propofita. 
Ideo I limes eft fummae crefcentis progreffionis illius. 

Diftinftio inter valorem & limitem quantitatis per incrementa continud 
minora mutabilis apte illuftratur exemplo fpatiorum afymptoticorum ; quo- 
rum magnitudo faepe limitatur, quamvis aliqua dimenfionum eofundem fine 
fine crefcere poffit. Sic fpatium inter duas lineas ordinatim applicatas curvae 

loga- 
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logarithmicge (ad Afymptotum tanquam Axem relatae) comprehehfum, accu- 
rate aequale eft reftangulo fafto ex fubtangente & differentia illarum appli- 
catarum. Atqui minor harum ordinatarum poteft reddi minor linei quacun* 
que magnitudine dat^; proinde major harum ordinatarum limes eft differen- 
tiae crefcentis earundem. Et reftangulum faftum ex fubtangente & majori 
ordinata, eft Ihnes fpatii logarithmici crefcentis, quem fpatium hoc nun- 
quam attingit, fed ad quem accedere poteft propius quam fpatium quodcunque 
dato praedifto reftangulo minus. 

Exemptum 2^""«. Demonftrante Archimede (^de Sphcera & Cylindro^ 
iicet circulo infcribere & circumfcribere polygona ordinata cognomina feu 
fimilia , quorum ambitus & fuperficies ab ambitu & fuperficie circuli dif- 
ferunt minus quam ulia linei aut ulli fuperficie affignati. Jam vero am- 
fcitus & fuperficies circuli majores funt perimetris & fuperficiebus polygo- 
norum infcriptorum; minores vero perimetris & fuperficiebus polygonorum 
ckcumfcriptorum. Ideo ambitus & fuperficies circuli funt refpeftivd limi- 
tes perimetrorum & fuperficierum (crefcentium aut decrefcentium) polygono- 
rum ordinatorum, quae circulo infcribuntur, aut eidem circumfcribuntur. Eo- 
dem modo fe habent fuperficies & capacitates cylindrorum, conorum, fphae- 
Tarum, ad fuperficies ac folida prismatum, pyramidum, polyhedrorum, iilis 
infcriptorum aut circumfcriptorunu 

Item : Ratio aequalitatis limes eft rationum crefcentium aut decrefcen- 
tium, quas perimetri aut fuperficies polygonorum regularium circulo infcrip- 
torum aut circumfcriptorum habent ad ambitum & fuperficiem circuli. Idem 
valet de rationibxxs, quas cylindri, coni, fphaerae habent ad prismata, pyrami- 
des, polyhedra, ipfis infcripta aut circumfcripta. 

Exemplum 3«'"»«. Sit curva quaecunque ad axem aliquem relata. Reftae 
huic,axi ordinatim applicatae continuo crefcant; a zero usque ad maximam 
ipfarum, quae fumatur pro bafi. Axis dividatur in partes quotcunque inter fe 
«quales. Per omnia punfta divifionis ducantur ad curvam reftae axi ordi- 
natim applicatae. Super bafi & omnibus reftis ordinatim applicatis conftruan- 
tur verfus verticem paralIelogramma> quorum altera latera fint partes asqua- 
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les axis. H»c parallelogrammji dicantur curv» circumfcripta. Pariter fuper 
omnibus reftis ordinatim applicitis bafi parallelis conftituantur parallelogram^ 
ma ad partes bafis, quorum altera latera fint partes aequales axis. Haec pa- 
rallelogramma dicantur curv» infcripta. (Vide Fig^ i^»".) 

Exceflus qu6 fumma parallogranunorum circumfcriptorum fuperat fum- 
mam parallelogrammorum infcriptorum; aequalis eft parallelogrammo circum- 
fcripto omnium maximo. Atqui bafis hujus parallelogrammi datur magnitu- 
dine : ergo, imminuti\ altitudine, parallelogrammum hoc poteft fieri minus 
quocunque fpatio dato^ Ideo differentia praediftarum fummarum poteft fieri 
minor quocunque fpatio dato. Jam vero fuperficies curvae major eft fum- 
ma parallelogrammorum infcriptorum , fed eadem minor eft fumma parallelo-- 
grammorum ckcumfcriptorum; & quantitas, qu^ ab alterutra harum fum- 
marum differt, minor eft differentia mutuA praediftarum fummarum. Ergo 
figura curvilinea limes eft, tam fummae crefcentis paraUelogrammorum ipfi in- 
fcriptorum , quam fummae decrefcentis paraJlelogrammorum eidem circumi» 
fcriptorum. 

Reftae axi ordinatim applicatae/ponantur eidem perpendiculares. Soli- 
dum rotatione praediftae figurae circa axem genitum limes erit tam fummae 
decrefcentis cylindrorum fimul genitorum rotatione reftangulorum curvae cir- 
cumfcriptorum, quam fummae crefcentis cylindrorum funul genitorvun rota- 
tione reftangulorum curvae infcriptorum. 

§. 2. Sshotium. Sit quantitas aliqua data limes quantitatis mutabilis crg- 
fcentis vel decrefcentis. Utrique illarum addatur, aut ab utraque fubtraha- 
tur eadem aliqua quantitas. Prior fumma, aut prior differentia, limes etiam 
erit pofterioris fummae^ aut differentiae, crefcentis vel decrefcentis. Si vero 
utraque quantitas ab aliqua eadem quantitate fubtrahatur : prius refiduum 
]imes erit pofterioris decrefcentis aut crefcentis. 
Fig.a. Nempe denotet j4B quantitatem datam, quae limes fit quantitatis mu- 

tabilis v. gr. crefcentis j^X. Utrique illarum addatur , aut ab utraque fubtra- 
hatur eadem quantitas .rfC aut jIC': prior fumma CB, aut prior differentia 
CjB, limes quoque eft crelcentis pofterioris fummae CJT, aut pofterioris dif- 
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fcrenti» CX. Si vero utraque illarum fubtrahatur ab eadem quantitate jiC: 
prius refiduum CB limes eft pofterioris refidui decrefcentis C"X. Quod per fe 
patet. 

§. 3. Theorema. Sit quantitas data limes quantitatis mutabilis crefcen- 
tis vel decrefcentis. Dico rationem aequalitatis limitem effe rationis decre* 
fcentis vel crefcentis , prioris quantitatis ad pofteriorem. 

Nempe. Sit quantitas data AB limes quantitatis crefcentis v. gr. AX. 
Dico rationem AB: AX poffe accedere ad rationem sequaJitatis , propius qu^ 
ad eam accedit data quaecunque ratio majoris ad minorem. 

Dmonflratio. Quaecunque detur ratio majoris ad minorem; ffat ipfi aequa- 
lis ratio AB ad AD, quae minor erit quam AB. Et fiat AX> AD (quod 
poffibile eft per hyp.) Fjit AB : AX<AB : AD. (a) 

Eodem modo demonftratur de altero Limite. 

Fici£im fi ratio aequalrtatis fuerit limes rationis decrefcentis aut crefeentis 
alicujus quantitatis datae ad quantitatcm mutabilem : Dico quantitatem datam 
limitem effe quantitatis mutabilis erefcentisaut decrcfcentis* 

Sit (ex. gr.) ratio aequalitatis limes rationis decrefcentis quantitatis datae 
AB ad quantitatem mutabilem AX Dico: quantitatem mutabiiem AX p6ffe 
fieri majorem quacunquc quantitate dat^ AD^ quae minor eft quam AB. 

Etenim per hyp. ratio AB i AX poteft fieri minor ratione data AB : AD 
majoris ad minorem. Faftum fit: et cum AB : AX <; AB : AO 

erit ^ > AD. 

Eodem modo demonftratur de altero limite. 

, Exempla. Cum perimeter & fuperficies clrculi fimites fint perrmctrorum 
& fuperffcierum crefcentium aut decrefcentium polygonorum ordinatorum, quae 
circulo infcribuntur & circumfcribuntur : ratio aequalitatis eft fimes rationum 

A 3 decre- 

(a) Qaonitm demonftrationes pTenirtitnqQe pfopofitfofltim' hoc Capite eTolDtaram inae- 
gnaliom rationnm proprietat^bus nitnntur: d cui non fuerint /atis notae; ille ndeat 
exlmiam DilTertationem infcriptam: Propojitionunt de Rationibus inter fe diverfis 
Demonftrationes r ex folis UbriP. Element, dcfinitionibus if propofitionibus rfe- 
dudce; qnam Prselfde celeb. Prof. PiLKtDEHEn publice propofuit & defendit ornat. 
Candid. Haubsr. Tubing. 1793. 
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decrefcentium aut crefcentium perimetri & fuperficiei circuli , ad perimetros & 
fiiperficies polygonorum regularium ipli infcriptorum aut circumfcriptorum. 
Idem valet de fuperficiebus & capacitatibus cylindrorum, conorum, fphaera- 
rum, refpeftu prismatum, pyramidum, polyliedrorum , quae ipfis infcribuntur 
& circumfcribuntur. 

Item: cum area figurae §. i. Ex. 3. Fig. i. limes fit fummarum cre- 
fcentium aut decrefcentium parallelogrammorum , quge ipfi infcribuntur aut cir- 
cumfcribuntur: ratio aequalitatis efl: limes rationis decrefcentis aut crefcentis 
ejusdem figurae ad fummas praediftas. Idemque valet de folidis ibidem comme-« 
moratis; & de fummis cylindrorum, qui ipfis infcribuntur & circumfcribuntur. 

§. 4. Theorema. Sint duae quantitates homogeneae limitum capaces; ad 

quos vel utraque quantitas crefcendo, vel utraque quantitas decrefcendo, con- 

tinue propius accedit Sitque ratio harum quantitatum mutabilium femper 

cadem; feu aequalis rationi datae: dico lationem limitum ipfarum aequalem 

eSe eidem rationi datae. 

Fig.j. Sint ^iff, CDf limites duarum quantitatum mutabilium ^X, CT. Sit 

tatio jIX : CT femper aequalis rationi datae m : n: dico rationem limitum 

jW, CD aequalem efle eidem rationi datae m : n. 

lO, 1°. Sint AB, CD lunites quantitatum mutabilium crefcentium AX, CT. 

Si ratio jiB : CD non fit aequalis rationi datae m : n\ erit ea major aut 

minor. Tum vero, priore quidem cafu, ratio m : n aequalis erit rationi aU- 

cujus quantitatis minoris ipl^ AB ad CZ7; altero autem cafu, ratio m : n aequa- 

lis erit rationi AB ad aliquam quantitatem minorem quam CD. Proinde utro- 

que cafu unus ex limitibus mjnui deberet, ut ratio limitis ita imminuti ad 

alterum limitem fieret aequalis rationi m : n. 

Sit itaque, fi fieri poflit: m : n ^ AB : CD\<CD). Sumatur Cr> CDl 
(quod fieri poteft: per hyp.) 

Tum fiat II : w = Cr : ^JS* 

Atqui n : m = CD' : AB 

Ergo CT:AX ^ CD' : AB 

Sed CT > Ca (conjr.') 

Ergo AX > AB contra hypothefin; cum AB fit Imies 



quantitatis crefcentis AX. 
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2^. Sinty^5, CD liirites quantitatum itiutabilium decrefcentium -/^X, CT. Fig.3. 
Si ratio AB : CD non fit aequalis rationi datae m : n; rurfus erit ea ma- * ' 
jor »ut minor. Tum priore cafu ratio m : n aequalis erit rationi ipfius jiB 
ad aliquam quantitatem majorem ipfd CD; altero cafu ratio w : h aequalis 
erit rationi alicujus quantitatis majoris ipfa /IB ad CD. Ideo- utroque cafu 
unus ex limitibus augeri deberet, ut ratio hujus limitis ita aufti ad alterum 
limitem fieret aequalis rationi m : n. 

Sit itaque m : n = jiB : CD' {>CD). Sumatur CT<,CD' (quod fierii 

potefl:per hyp.): Et fit n : m = CT : AX 
Atqui » : w = CDf : AB 
Ergo CT: AX ^ CDf : AB 
Sed Cr < CDf 

Ergo AX < AB, contrahypothefin; cum AB 

fit limes quantitatis decrefcentis AX. 

Ratio igitur m : n neque major eft neque minor ratione limitum. Pro- 
inde ratio limitum aequalis eft rationi m : n. 

Obfervatio. Haec propofitio unura eft ex praecipuis fundamentis methodi 
exhauftionis, qualis fedulo fuit ab Antiquis excuita, atque ab Euclide & 
Archimede nobis transmifla. 

En aliquot exempla illam illuftrantia. 

Perimetri polygonorum ordinatorum fimilium, circulis diverfis infcripto- 
rum, funt in ratione data radiorum circulorum, intra vel circa quos defcri- 
buntur. Sed perimetri circulorum funt hmites perimetrorum crefcentium po- 
Jygonorum ipfis infcriptorum , & limites perimetrorum docrefcentium poiygo- 
norum circumfcriptorum. Itaque perimetri circulorum funt inter fe in eadem 
ratione data; fcilicet in ratione horum radiorum. 

Item: fuperficies circuli liraes eft fuperficierum crefdentium aut decre- 

fcentium polygonorum ordinatorum, qu?e ipfi infcribuntur aut circumfcribun- 

tur. Sed fuperficies polygonorum fimilium diverfis circulis infcriptorum aut 

circumfcriptorum funt in ratione duplicata radiorum praediftorum circulo- 

rum. Proinde fiiperficies circulorum funt etiam in ratione duplicata radio- 

rura fuorum. 

Smt 
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Sint du3e pyramides aeque altae, quaram bafes in eodem plano, & qa» 
Iit3e fint ad easdem partes hujus piani. Altitudo communis hamm pyrami- 
dum fecetur in quotcunque partes aequales: per punfta divifionis agantur 
plana bafi parallela ; & utrique pyramidi infcribantur & circumfcribantur pris- 
TOata , ad normam eorum , quae de parallelogrammis infcriptis & circumfcriptis 
§. I. Ex, 3. difta fuerunt. Utraque pyramis Ihnes cft fummarum crefoen- 
tium aut decrefcentium prismatum, quae ipfi infcribxmtur & curcumfcribuntun 
Proinde demonftrato, praediftas prismatum correfpondentium fummas inter fe 
€fle in rationejdata bafium pyramidum; licebit conchidere^ rationem Ihnitum 
haram ftimmarum, feu ipfarum pyramidum, «qualem efTe eidem rationi datae 
bafiura. 

Eodem modo demonftratur: tam cylindros quam conos aequ^-altos efle 
inter fe uti bafes: cum foUda haeclimites fint prismatura autpyramidum, quae 
ipfis infcribuntur & chcumfcribuntur. 

Hinc etiam fi cylinder & conus aequd alti eidem bafi infdlant : cylinder 
eft triplus conL 

Hinc rurfus fuperficies tam cylindrorum quam conoram fimilium funt in 
duplicata ratione dimenfionum fuarum homologaram; foUditatcs autem in ea- 
dem ratione triplicata. 

Hhic tand^n fluunt nunquam fatis laudata Archimedis inventa de fuper-* 
ficie & foliditate fphaerarum. 

Super diametro circuU tanquam axe defcribatur eUipfis quaecunque. 
Diameter haec fecetur in partes quotcunque aequales; & utrique figurae infcri-» 
bantur & chcumfcribantur reftangula ad normam eorum, quae §. i. Ex. 3. 
conftrafta fuerunt. Circulus & elUpfis Umites Jrefpeftivd funt tam fumma- 
rum crefcentium parallelogrammoram, quae ipfis infcribuntur, quam fumma- 
rum decrefcentium paraUelogrammorum , quae ipfis chcumfcribuntur. Sed 
fummae reftanguloram circulo & ellipfi infcriptorum aut chcumfcriptoram funt 
inter fe in ratione conftanti prioris axis elUpfis ad axem ei conjugatum. Ergo 
ctiam chculus & elUpfis funt inter fe in ratione data horum axium. 

SimiUter comparatio inftituitur fphaerae & eUipfoidis, rotatione circuli & 

elUpfis 
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ellipfis circa eundem axem genitaram. Nempe folida h«c refpeftiv^ liiii- 
tes funt fummarum cylindrorum, qui ipfis infcribuntur & circumfcribuntur. 
Atqui fummae iftae funt inter fe in ratione conftanti, quae eft duplicata ratio- 
nis hujus axis ad axem ipfi conjugatum: ergo etiam fphaera & ellipfois funt in- 
ter fe in eadem ratione duplicata. 

Utilitas praefentis propofitionis plurimis aliis applicationibus illuftrari pof- 
fet. Sed haec abunde fufficiant. 

§. 5. Theorema. Duae quantitates mutabiles heterogeneae , five crefcen^ 
tes ambae, five ambae decrefcentes, fint limitum capaces: et rationes liarum 
quantitatum ad duas quantitates datas fmt femper inter fe aequales. Dico: 
rationes limitum harum quantitatum mutabilium , ad easdem quantitates datas, 
efle etiam inter fe aequales. 

Sint Q & Q' duae quantitates mutabiles. Sint L & L' limites harum 
quantitatum fimul crefcentium, aut funul decrefcentium. Sint C 6c CT duae 
quantitates conftantes. Sit femper Q : C7 = Q' : C 

Dico efle L : C ^ L : C. 
Primus Cafuu Uterque limes L & L' fit limes quantitatum Q & Q' cr^- 
Tcentium. 

Si non eft L : C=: L' : C; alteratra^ rationum L:C, L': C; major erit 
altera; & proinde minuendus erit antecedens majoris rationis, ut alteri fiat 
aequaUs. Sitigitur, fi fieri poffit: L — q:C = Ll : C\ 
Fiat Q> L — 5 (quodfieri poteft per hyp.) 
Erit Q : L—q : C 
Sed Q : C = Q' : C (hyp.) 
Et L^q : C= L' : C. 
Ergo Q' : C> L' : C 
ideo Q' > L! (contra hyp.) 

Seeundus Cafus. Uterque limes L & L' fit limes quantitatum Q & Q' de- 
crefcentium. 

Si non eft L: C^ L : C: alteratra rationum L : C, L' : C'; minor erit 
alterSl; & proinde augendus erit antecedens minoris rationis, ut alteri fiat 
^qualis. Sit ideo, fi fieri poflit : L + qiC^L' : C. 

B Fiat 
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iFiat Q < L+q (quod fienpofeft per hyp.) 
Erit Q r C < L+q : C 
Sed Q : C == Q' tC 

: ifi Ei i Z+? : Q ^ L' : C' 
Ergo Q' : C < L' : C' 
jj,. . ;^, .et ideo Q' < i^' (contra hyp.) 

Neutra ideo rationum L : C, JL' : C*, major aut minor eft altera. Proinde h» 
^uae ratione^ funt inter fe aequales; feu L : C = L' : C'. 

,.^:^.Qbfervatip.^ Haec propofitio pariter eft unum ex fundamentis methodi ex- 
hauftionis Yeterum. , liliqs ppe meufurani obtinere licet plurimorum extenfo- 
rum, data menfura aliarum quarundam magnitudinum ; uti paucis oftendam 
exemplis, defumptis a quadratura parabola^ conicae, & cubatura paraboloidis 
fotatione parabolje hujus circa axem genitae. 
Fig.4. , . , Sit ;iempe iSTIL^i? dimidium fegnicntum parabote conicae, cujus vertex 5", 
abfciflk axis SB, & ba^s axi or^inatim applicata u^JB. Et quaeratur area 
hujus fpatii. 

Per verticem S, dufta tangente SD, compleatur reftangulum jIBSD, & 
jxmgatur SJ refta. Dividatur tangens SD in partes quotcunque inter fe aequa- 
les, quarum una fit FP\ Spatio parabolico exteriori SDJM^ & triangulo 
SDA circumfcribantur (aut infcribantur) reftangula aequd-aita (ad normam 
* • eorum, quae §. i. Ex. 3. funt defcripta). Sint PMmP\ PQlqP\ duo reftan- 
gula fibi mutu6 refpondentia , fpatio illi & triangulo v. gr. circumfcripta. Or- 
dinatae PM, P'M' occurrant bafi jIB in punftis jR & /l'. 

Concipiatur trianguium Sj^Dj & reftangulum ^^jfZ? ; gyrari circa tangen- 
tem ^Dtanquam axem. Triangulum SAD gignet conum, cui circumfcriben- 
tur cylindri reftangulis /fy geniti; & reftangulum SBAD gignet cylindrum. 



naturam parabolae MP : AD = SP^ 


: 5D* 


=: PQC 


: AD* 


= PQC 


: PR» 


= cyl PClqP^ 


: cyl PPltP 


Sed MP: JD = MP 


PR 


. = tea,PMnP' 


; reft. PRRF. 


j-go xea.PMmP': rea.PSJi'F = cylPClqP' : 


cy\. PRKP. 
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Altitudine PP' manente eftdem; termini confequentes omnium fimilium 
proportionum funt etiam conftantes. 

Hinc {.teet.PMmP' : (.reA.PRRP^ t.cylPQqP x r.cyl.PRRP' 

feu r.Teet.PMmP : ABSD ^ tcyl. PQgP i cyhAESD. 

Hinc (§.pnBf.i) lim.f.reft. PMmP' : ABSD ^ ]im.r.cyl.PQqP : cyl.ABSD. 

Sed (§. I.) lim. f. reft. PMmP = fpatio parabolico AMSD 

et lim. f. cyl. PQqP = corio gyratione trianguli SAD geoito. 

Ergo AMSD : ABSD ^ eon.ASD : eyl. ABSD 

Atqoi (Archim. de cono & cy 1.) con. ASD «=^ | cyl. ABSD 

Ergo AMSD = ^ABSD 

Et AMSB =- ^ABSD. 

Hoc eft: dimidium fegmentum parabolae, abfcifla axis, refta axi ordinatim ap- 
plicata, & arcu curvae contentum, aequale eft duobus trientibus reftanguli cir- 
cumfcripti. 

Porro : fit Sj^B dimidium fegmentum parabolicum, quod gyratione fu?i Yig.i. 
circa axem SB gignat fegmentum paraboloidicum. 

Jungatur Sj^ refta. Dufti per verticem S, tangente SD, compleatur re- 
ftangulum ABSD. Dividatur axis SB in partes quotcunque aequales, quarum 
una fit PP\ Spatio parabolico & triangulp SAB circumfcribantur (vel infcri- 
bantur) reftangula aequ^ alta (ad normam §. i. Ex. 3.). Sint PMmP\ PQ/iP 
duo reftangula fibi invicem refpondentia , fegmento parabolico & triangulo cir- 
cumfcripta, & reftae PM, PM\ axi ordinatim applicatae, occurrant reftee AD 
in punftis R & jR^. 

Per naturam paraboia eft SP i SB = PM^ : AB^ 

= PM^ : PR^ 
= cyl. VMmP : cyl. PRRP' 
Atqui SP : SB = PQ : AB 

- « Pi^ 1 PK 

= reft. PQqP : reft. PRRP 
Ergo reft. PQqP : reft. PRRP =s cylPMmP : cylPRRP. 

Altitudine PF ihstnente eadem : termlni confequentes onmium fimilium 
proportionum fvmt etiam conftantes. 

B i Ergo 
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Ergo {.tea.PQqP' •.f.re^PRRP' ^ tcYlPMmP' : CcylPRRP 

fea {.teet.PQqP' i teet.ABSD = {.cyl PMmP' : cyLABSD 

Etgo llni. f. rea. POgP : reft. ABSD «= linj. f. cyl. PMmP : cyl. ABSD 
Sed (§. I. Ex.3,) liiD.f.rea.P^yP' «= triang.^^B ^ 

linj.f.cyl.PiW)»/'' = ptraboloidi AMSB. 
Ergo ttimg.ASB : teet.ABSD = parab. .4ilf 5B : cyl..4B5i3 

Sed ttnng.ASB == ^ttet.ABSD 

Ergo - - - - - - - parab.^Af.SB= |^cyl.-4JS5D, 

Hoc eft: parabolordes gyratione dimidii iegmenti parabolici cb-ca axem fuum 
genita eft fubdupla cylindri circumfcripti. 

Stholium. Exempla haec declarant, quomodo cognita ratione duorum ex- 
tenfonim faepius determinari poffit ratio, quam invicem habent duo alia extenfa 
■prioribus heterogenea. In priori exemplo, ratio data, quam mutu6 habent co- 
nus & cylindrus aeque alti fuper eadem bafi, deduxit^d rationem, quae inter- 
cedit inter dimidium fegmentum parabolae & reftangulum circumfcriptum ; in 
pofteriori, ratio data trianguli & reftanguli aequd altorum fuper eadem bafi 
idetti praeftitit pr6 paraboloVde & cylindro liuic circumfcripto. r 

§. 6. Theorema. Sint duae aut plures quantitates mutabiles, quae fimul 
fieri poffint minores quacunque quantitate propofita: dico earum fummam polTe 
etiam quacunque data quantitate fieri minorem. 

Sint X, y, z, V quantitates mutabiles, quarum numerus o, quae 

fimul fieri poffint quacunque quantita^e propofita minores: dico, fummam ha- 
rum quantitatum mutabilium pofle fieri quacunque quantitate data a minorem. 

Etenim dividatur quantitas a in tot partes aequales, quot funt quantitates 
mutabiles. Fiant fimul (quod poffibUe per hyp.) fingulae quantitates mutabUes 
una illarum partium minores. Proinde fumma omnium quantitatum mutabi- 
lium mmor erit praediftaparte, totiesfumpta quot funt quantitates mutabiles, 
feu minor quantitate propofita. 

Corollarium i. Idetti a fortiori valet de difierentia duarum ejusmodi quan- 
titatum mutabilium, & de exceflu, quo fumma aliquot ejusmodi quantitatum 

mutabilium fuperat fummam reliquanuu. 

Corot' 
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.Corollarimif 2. Sit quantitas mutabilis, quae minor fieri poteft quacunque 
quantitate data: & ea quantitas multiplicetur per numenmi quemcunque n 
(pofitivum). Dico, produftum inde ortum pofle etiam minus fieri quacunque 
quantitate propofita. 

Sit n numerus integer: res patet per Propofitionem. 

Si vero n non fit numerus integer : fiat produftum ex quantitate mutabili 
per numerum integrum , ipfo n proxime majorem , minus quantitate data : erit 
a fortiori produftum ex quantitate mutabili per numerum n minus eadem quan^ 
titate data. 

§• 7. Thioremata varta. 

i^. Si rationis mutabilis crefcentis v. gr. (a) X : T limes fit ratio data 
Ji : B. Erit (invertendo) rationis decrefcentis T: X limes ratio B : A. 

Quoniam (per hyp.) X : T < A : B 

eft T : X> B : A. Sit5>^,&proinde^:^>^;^; 

dico fieri pofle T : X < B! : A. 

Etenim per hyp. fieri poteft X: T> A : Bl, 
fiat; &erit T: X< B\: A. 

2^. Si rationis mutabilis crefcentis v. gr. X : T limes fit ratio data -^: B: 
crit (convertendo) rationis mutabiiis decrefcentis X : X — 2", limes ratio data 
A : A—B. 

Quoniam (per hyp.) X : T < A % B 

eft X:X—T>A: A^B. Sit autem B'> B,& proind^ 

A-^B" < A^B 
& A:A^B^> A : A—B 
Dico fieri pofle X: X^T < A: A—Bl. 

Etenimt}uoniam fi^^J?; eft A : B! < A : B; 

Sed (per hyp.) fieri poteft X : T> A : B!, 

Fiat;&erit - - - X:X^T < A:A—Bf. 

3^. Si rationis mutabilis crefcentis v. gr. X:T^ limes fit ratio data A: B; 
^^J* ^dWidenda^ ratioiiis mutabilis crefcentis X±T: riimes, ratio data 
A± B t B. 

B 3 Quo- 

(a) Qoaccnnqne dicam de ratione erefcetite, difta intelBgantnr it r»tiont decrefcente, 
matatls mutandis. 
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Quoniam (perhyp.) X : T < J : B 

X±2^: r < J±B : B. Sit autem ^ < y/; & proinde 

jf±B <j1±B 
& A±B:B<A±B:B 
Dico fieri pofle X±T: T > A±B: B 

Etenim quoniam A<A 

A:B<A\B 
Sed (per hyp.) fieri potefl: X : T> A' : B 

Fiat ; & erit X± T:T> A±B:B. 

§. 8. Theorema. Duae quantitates mutabiles femper inter fe fint in ra- 
tione data. Et quantitas data fit limes unius hamm quantitatum mutabilium 
crefceritis vel decrefcentis : dico, darietiam quantitatem, qu3e fit limes alterius 
quantitatis, crefcentis vel decrefcentis , & quantitatem hanc eam efle» adquam 
prior data quantitas habet eandem rationem datam. 
Fig.s, Sint AX, CT duae quantitates mutabiles datam inter fe habentes rationem 

« : c. Sit ^JS quantitas data, quae fit Umes quantitatis mutabilis AX crefcen- 
tis V. gr: dico, dari alteram quantitatem CO, quae erit limes alterius quanti- 
tatis mutabilis crefcentis CT] & quantitatem hanc CZ> eam efle, ad quam quan- 
titas data AB habet rationem datam a : r . 

Etenim fiat a : e ^ AB : CD 

per hyp. AX : CT =z a : c 

Ergo AX : CT = AB : CD; jam vero y/5>^X(hyp.); ergo 

CD > CT 
hinc AB-AX^CD-CT^ AB : CD 

feu XB : DT = AB : CD ^ a : e; &cDT= BXy^L. 

a 

Sed (per hyp.) BX poteft fieri minor qualibet quantitate propofita; ergo 
( §. 6. ) & DT fimul minor reddi poteft quacunque quantitate propofita'. Et 
proinde quantitas CD, femper major mutabili CT, limes eft magnitudinis hujus 
quantitatis CT. 

Eodemque modo propofitum oftenditur de limite decrementi. 

§. 9. Theorema. Duae quantitates mutabiles eandem femper habeant ra- 
tionem ad duas quantitates datas A&cA. Detur quantitas C, quae limes fit 

^ unius 
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unius illarum quantitatum five crefcentis five decrefcentis. Dico, dari etiam 
aliquam quantitatem C*, qu3e fit limes pofterioris quantitatis mutabilis parit^ 
crefcentis aut decrefcentis ; & quantitatem hanc C' eam efle, qu^ fiat C : A ^ 
C' : A. Demonftratur eodem modo quo Theorema praecedens. 

§. 10. Theorema. Duae rationes mutabiles fmt femper inter fe aequales; 
& fit ratio aliqua data limes unius harum rationum mutabilium crefcentis vel 
decrefcentis : dico, eandem rationem datam efle etiam limitem pofterioris ra- 
tionis crefcentis vel decrefcentis. 
Sit femper X : X == T : r. 

Et femper fit (v. gr.) X : X' < A : C; fed lim. X : -T = ^ : C 

Dico etiam - lim. T : 2^ = -rf: C 

Etenim (per hyp.) X:X^T:r 

Sed X:X'<A:C 

Ergo r:r<A:C. Sit OC; & proinde^ :C>^:C. 

Fieri poteft (per hyp.) X : X> A : C ; 

Fiat; & erit T : r> A: C Proinde ratio A : C etiam eft limes 
incrementi rationis T : r. 

Corollarium. Si ratio aliqua data linies eft rationis duarum quantitatum 
mutabilium : eadem ratio data limes quoque eft rationis quantitatum , qu3e funt 
aequd-multiplae vel aequd-fubmultiplae pofteriorum. 

§. IX. Theorema. 'Sint duae quantitates datae, quarum una fit limes ali- 
cujus quantitatis mutabilis decrefcentis; altera vero limes fit alterius quanti-» 
tatis mutabilis crefcentis; ita ut magnitudines, quibus duae quantitates muta- 
biles a limitibus fuis refpeftivd differunt, fimul fieri poflint minores quibuscun- 
que quantitatibus propofitis. Dico : rationem , quam prior quantitas data habet 
ad pofteriorem, efle limitem rationis decrefcentis, quam prior quantitas muta- 
bilis habet ad pofteriorem. 

Sit AB limes quantitatis mutabilis decrefcentis -^JST; & CD limes quantita- rig.6. 
tis mutabilis crefcentis CT. Quoniam cr<CD* ^^ ^^ ' ^^'^ ^^ * ^^' 
Dico: rationem AX : CT pofle reddi minorem quacunque ratione propofita, 

quae major fit ratione AB : CD. 

Sit 
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Sit enira propofita ratio qusecunque jIB : CE major ratione ^B : CD. 
Erit CE<CD. Porro, fit quantitas CF l^cS^ ^ ^^^' ^^^ ^^ ' ^^' ^*^ 
uiG : CR Quoniam CF>CE, erit ^ff > ^5- Fiat fimul ^^^ ^ 
(jquod fieri poteft per hyp.) 

Dico, fore AX : CT < AB : CE 

Quoniam AX < AG\ . . . AX : CF < AO : CF 

<AB:CE 

Atqni CF < CTi ergo AX : CT < AX: CF 

Ergo fi fortiori .4X: Cr< ^B : CK 

Obfervatio. Hinc ratio pofterioris quantitatis datae ad priorem eft limes ra- 
tionis crefcentis pofterioris quantitatis mutabilis ad priorem (§• i.) 

§.10. Theoremcu Sint duae quantitates dat3e# quae ambae limites funt 
duarum quantitatum mutabilium fimul decrefcentium; ita ut exceflus, quibus 
limites fuos fuperant, poflint fimul fieri minores quibuslibet magnitudinibus da- 
tis. Dico, rationem duarum quantitatum mutabilium fimul fieri pofle majo- 
rem quacunque ratione datS., quae fit minor ratione prioris limitis ad pofterio- 
rem, minorem vero quacunque ratione dat^, quae major fit ratione prioris limi- 
tis ad pofteriorem. 
TigrY. Sint ^B , CD limites duarum quantitatum nmtabilium decrefcentium jIX, 

CT. Dico, rationem JX : CT pofle fieri fimul majorem quacunque ratione datft 
\AB :CE, quae fit minor ratione AB :CD; & minorerii ratione dati AF : CD, 
quae fit major ratione AB : CD. 

Denwnftratio. Etenim, fiant fimul ^ ^ ^^ (quod fieri poteft per hyp.) 

10. Quomam AX > AB, eft AX : CE > AB : CE 
Atqui Cr < CE\ ergo AX : CT > AX: CE 
Ergo a fortiori AX : CT > AB : CE 

ao. Quoniam CT > CD, eft AF : CT < AF : CD 

Atqui AX < AF; ergo AX : CT < AF : CT 

Ergp a fortiori AX : CT < AF : CD. 

NB. Idem obtinebit, fi quantitates datae fuerint^ limites duarum quantita- 

tum mutabilium crefcentium. 

Obfer. 
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Obfirvatio, Quamvis hisce cafibus ratio limitum jfB 6c CD non poflit dfci 
femper effe major aut femper minor ratione quantitatum mutabilium jIX, CT, 
quod ftrifto fenfu juxta definitiones (§. i.) requiritur, ut ratio data j^B : CD 
dici poffit Umes rationis mutabiiis ^X: CT; attamen, quoniam pofterior ra- 
tio, five fit major priore, five eJlminor, ad illam ita accedere poteft, ut minus 
ab ea differat, quam duse rationes propofitae quaecunque, quarum una majcMf 
altera minor eft ratione limitum, ita ut nuUus fit exiguitatis quantitatum -ffF, 
DE limes, quo rationum jiB : CE, AF : CD ad rationem ylB : CD acceffus co- 
hiberetur; liquet tanto magis^ rationis AX: CY a ratione -/^fl : CD difcrepan-r 
tiam intra limites continue arftiores poffe contineri. Et proinde ratio data 
AB : CD dici quoque poteft ea, ad quam ratio AX: CT propius propiusque ac- 
cedit, quamvis fluxu non sequd continuo & regulari, uti in omnibus exemplis 
antea.propofitis: cum ratio mutabilis AX: CT alternis vicijjus poffit major aut 
minor fieri ratione data AB : CD. 

Exemplo hoc ducimur ad alteram fpeciem limitum rationum, paululum ab 
ca, quam §. i. definivimus, diverfam. 

§. ^3. Definitio. Ratio mutabilis polfit altemis vicibus fieri major aut 
minor rajtione datSl; ita tamen ut ad ratipnem datam propius accedere poffit, 
quam ad eandem accedit quaecunque alia ratio propofita, five major priori ra- 
tione data, five minor: prior ratio data dicitur etiam limes rationis mutabilis.; 
& heic quidem obtinet limes rationis tam crefcentis quam decrefcentis, 

Idem difcrunen locum etiam habere poteft inlimitibus quantitatum, quod 
fequenti exemplo prorfus fiBuniiiari declaratur. 

Sit f minor uiiitate , & fit progreffio i-j7+p*-p^+p^-f ^ Hhf "— *±P"'*'- 

Vera fumma hujiis progreffionis eft ~ — + -^^; prouti n eft numerus ^V^^. 
Proinde numero » alteme fumto impari & pari, fumma iHa e^iam alterne fit 
major & minor quantitate — i— . Quare fenfu ftrifto definitionis (§. i.) quan- 

titas — ~- dici nequit limes effe fumm» feriei propofitae ; cum haec fumma ne- 

que femper major fit, neque femper minor quantitate — — Cum vero tam 

C excef- 
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exceffus, quam defeftus, quibus fumma progreffionis differt A quantitate — —^ 

I ^+P 

J)offmt quacunque quantitate propofita fieri minores; quantitas —TT J^^^ etiam 

nunc dicitur limes fummae, five crefcentis, five decrefcentis, propofitae progref- 

fionis. .' ^ , 

Idemque dicatur de plurimis progreffionibus decrefcentibus , quae alterni 

cxceffu & defeftu differunt ab aliqua quantitate data; ita tamen ut tam excef- 

fus quam defeftus poffmt fieri minores quacunque quantitate propofita. Ex. gr. 

fit p quadrans circumferentiae, cujus radius = i : . 

fit y^i - i + i-i + i-TV . . . . . ; 

Et quamvis fumma hujus feriei alternd fit major & minor eadem quantitate 
data |p; h?ec tamen absque dubio limes illius'effe cenfetur. Sic & log. hyp. a 
dicitur hmes fummae i — | + i — | + | — i + . . . . 

Conjunfta utraque limitum notione, duo poftrema theoremata brevius fic 
enunciantur: Ratio Hmitum duarum quantitatum mutabilium limes ejl rationis ipfarum 
quantitatum mutabilium. 

Exempla. Rationes tam perhnetrorum quam fuperficierum dubrum circu- 
forum hmites funt rationum perimetrorum & fuperficierum poiygonoriim iegu- 
larium five fimiiium five diflimilium, quae circulis circumicribunttir & inf<:ri- 
buntur; five polygona ckculis fimul circumfcribantur, five ipfiiS fimul ihfcriban- 
tur; five tandem polygona fint uni circulo chcumfcripta, alteri infcripta. 

Pariter fi absque hrtiite immintii poffunt quantitates x &c y: ratio quatati- 
tatum a & 6 hmes efl: ratioiium a+x : 6+y, 

§. 14. Theorema. Ratio compofita ex rationibus, quae limites funt dua- 
rum pluriumve rationum mutabilium, limes eft rationis compofitae ex iisdem 
rationibus mutabilibus. 

1°. Sint duae rationes mutabiles femper refpeftiv^ mmores ^"^^"^ rationi- 
busdatis; fedquae fieri poflint/wifi/refpeftivd 1!?^^!!^^ duabus rationibus qui- 
buscunque !!!fiQribus quam praediftae rationes datae. Dico: rationem coippofi- 
tam ex duabus rationibus mutabilibus ( ^^se ftmper "J?^^ eft ratione compo- 

fita 
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fita cx duabus rationibus datis), pofle fieri JJ^oJeJJ quacuhque ratione data, 

quae ^!?^^ fit ratione compofita ex^ rationibus datis. 
^ minor ^ ^ 

Cum modus demonftrandi idem M pro utraque iitesqualitatis Xpede : fiiffi;«i 
ciat (brevitatis caufo) dealtera illaruril propofitunne\ancere. , ^ 

Sint igitur duae rationes dat?e ^^ ^* CD' ^ ^^^^ ^^ rationes mutabiles Fig.8. 
J;J. i^-Sitfemper^:|^-^^:^^; fed duae rationes J^; ^ fimul fieri poffint 
minores quibuscunque rationibus datis, jquae fint rationibus ^^ ,' ^^ refpeftivd 
majores. Dico, rationem X : Z (quae componitur ex rationibus y . z) ' 
pariter minorem fieri pofle quacunque ratione propofita, quae major eft ratione 
AB : CD (quae componitur ex rationi^us ^^ *. cjjj' 

Et primo quidem, quoniam y . ^ > BC : CD 
erit femper X :}i > ^^ : CD. 

Jam proponatur quaelibet ratio AB : dMl major ratione AB : CD (& pro- 
inde fit CE<CDy Probandum eft fieri pofle X:r<AB:CE. 

Fiat, uti BC.CD, ita BF : CE. gt quoniam CD > CE) erit BC> BF. Fiat 
ctiam (qnod poffibile pcr hyp.) . K : STf^^AB : BF) = AB : BGCBG> BF) ; & fiat 

fimul (quod poffibile per hyp.) r : Z (^^gp \ ce) < BG i CE 

Erit ideo XiZ. < AB x CE. 

Nempei ratio X.: Z potuit fieri mltior tatiane quacwque propofita AB : CE^ 
quae major eft.natione data >*A ::CZ?. , . 

2^. Sint duae rationes mutabiles^ quarum una femper majbr fit aliqua ra- 
tione data , altera vero femper fit minor aliqua altera ratione data : ita tamen 
ut prior ratio mutabilis poflit fieri minor quacunque ratione propofita, qu 
major fit priore ratione data; & jfwfii/ pofterior ratio mutabilis poflit fieri ma- 
]or ^uacunque ratione propofita, quae minor 6ft poftefiori ratione data. Dico: 
rationem compofitam ex duabus rationibiis mutabilibus pofle fieri tum majo- 
rem quacunque ratione propofita, qu3e minor fiierit ratione compofita ex dua- 
bus prioribus rationibus datis; tum & minorem quacunque ratione propofita, 
quae major, fuerit ratione compofita ex praediftis rationibus datis. 

C 2 Sint % 
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Sint J ' V du» rationes mutabiles', & fint "f^ ; 5£ diwe rationes dar 
tae; ita ut femper ^ ] z <BC '• 00- Liquet nihil exinde concludi pofle, 
quod ad inapqualitatem (imo & quod ad sequalitatem) rationum, quae ex ratic- 
nibus mutabilibus., & ex ratiombus datis componuntur. 
Sit autem ratio u^B : BC limes rationis decrefcentis -X : 7*; & 
fimul fit ratio BC : CD limes rationis crefcentis T : Z. 

Dico, rationem - - - - - - - -^ ' "^ P°^^ ^®" majoreri» 

quacunque ratione propofita, quae jJJ?^^ fit ratione data AB : CD. ' 

~ jo. Sit ratio propofita JE.CD major ratione AB : CD (& prbinde fit 

AE>AB), 

Fiat (quod poffibile per hyp.) "K . T < AE : BC 
Sed eft femper (per hyp.) r t Z < BC : CD 
Ergoerit X,i Z < AE : CD. 
2". Sit ratio propofita AB : Ci^, minor ratione AB t CD (& proinde 

CF>CD). 

Fiat (qnod poflibile per hyp.) r : Z > BC : CF 
Qaoniam eft femper (perhyp.) X : #* > ^/<B : BC 
&faaumfuit r : Z > BC : CF 

Erit 'xTZ^ AB:CF, 

Proinde, propofitis duabus rationibus, AE : BC, & BC : CF, quarum 
orior maior fit ratione data ABiBC, & pofterior minor fit ratione data^C: CD; 
l r X:r<AE:BC. ,.,«„„, X : Z < AE : CD 

fiat fimul ^ ,z> BC :CF' ^"^ "™"^ X : Z > AB : CF' 

Quoniam autem rationes propofitse '^g \ ^? po^""^ efle rationes quaecunque 
»n?Jores yatione AB:CD, utcunque parum-ab ea diverfae; tanto magis ratio 
X^Tz, five major fuerit ratione ^f»^: CD, five eadem minor, poteft ad illam 
accedere, ut ab ea minus difcrepet, quam alia r^io quaecunque, five major 
five minor ratione AB : CD. Hinc ratio AB : CD eft limes (juxta §. 13.) ra- 
tionis mutabilis X: Z. 

3«». Sint plures rationes mutabiles femper refpeftivd majores totidem ra- 
tionibus datis; ita ut priores rationes poifint fieri fimul minores totidem ratio- 

nibus 
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nibus propofitis, quae ftierint majores rationibus datis refpeftiv^: dico, ratio^ 
nem compofitam ex rationibus datis effe limitem rationis decrefcentis compo* 
fitae ex rationibus mutabilibus. 



Scilicet. fit V. gr. 


A : B <X: T 


s 


lim. iect. 


X: r 




B:C <i r iZ 


ss 


iim. decr. 


r:Z 




C : D<iZ X F 


es 


lim. decr. 


Z: F 


Erit 


A:C <X: Z 


s 


lim. decr. 


X: Z 


Atqoi 


C : D<iZ : F 


=!■ 


lim. decr. 


Z : F 


Ergo 


A: D<^X: F 


= 


Hm. decr. 


X : F. 



Et fi propofita fuerit quarta ratio tam mutabilis, quam limes hujus rationis 
decrefcentis; eodem mododemonftrabitur, rationem ex quatuor rationibus datis 
compofitam limitem efle rationis decrefcentis compofitae ex quatuor rationibus 
mutabilibus: & fic deinceps, quicunque fit numerus riatiiMium propofitarum* 

4°^ Sit ratio A \ B limes rationis crefcentis X : T 
B : C limes rationis decrefcentis T : Z 
C : D limes rationis crefcentis Z : f^^ 

Dico: raticmem X : F (qrae compoaitur ex rationibus T : Z \, pofle fieri 

majorem^ quacunque ratione propofita, quae J^^ fit rmone A:D (quaecom- 

A: Bl 
ponitur ex rationibus B : C ; feu rationem C : D efle fimitem rationis X : K 

Sint AB, BC, CDy DE ipfis 

Ay B, C, J9, refpeftiv^ aequales* 
i^. Sitratiopropofita^&:CDminorratione//»:CZ7; &proindefit^A<!^5. 
Sumatur ^%^^^ & ^^*^' uti^:Z7£, ita Ab':De\ & proinde fit Z?/> jD.5:. 
Fiat (quod poffibilc pcf hyp > X x T > AV i BC 
Eft fcmpcr T i Z > BC : CD 

Fiat (qood poffibilc pcr hyp.) Z : V > CD : Dm^ . 

Erit Xx V> Ab' : D^ ., 

> Ab : DE. 
2^* Sit ratio propofita AB : De major ratione AB : DE (&proinde De < DE. 
Fiat, uti CD : DEy ita Cd : De, &proLadefit Cif<CZ?. 

C 3 Eft 
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Eft femper (liyp.) X . T -ei AB ', 


; BC 


Fkt (qaod poffibile per hyp.) ST : Z <^ BC : 


: Cd 


Et eft femper (hyp.) Z : F <i Cd 


: 1?« 


Ergo X: F < AB 


:De. 



Proinde ratio Jirii^ fieri poteft ^?^^J cjuacunque ratione propofita JJjij|JJ-, 
quam ratio yf Z? : DE. Proinde (§. 13.) ratio j^B ; DE eft limes rationis X : K 
Methodum denronftrandi reliquos, qui heic obtinere poflunt cafus, abunde 
hocexemplo liquere ^xiftimp. 

Obfervatio. Cafus, ubi una aut plures xationes conftantes occurrunt compo- 
aendde cum rationibus mutabilibiis (limitum capacibus), ita facilis & evideni^ 
^ft ex praecedentibus, ut uno exemplo eum fufFiciat illuftrare. 

Sit ratio A i B\ limes rationis mutabilis decrefcentis X i T- r 

Sit ratio B : C, aequalis femper rationi T : Z. 

Dico, rationem A : C effe limitem rationis decrefcentis X : Z. 
Etenim quonlam Xi T ^ A : B 
ct T: Z =^ B : C 

Erit fetnper X : Z > jt x C 

Sit ratio data A* : C major ratione data A : C(^> A). 
Fiat (quod poffibile per hyp.) X : r <: A : B 
Eft femper T : Z =^ B : C 

Ergo X : Z < A : C. 

A ' B 
Proinde ratio A : C compofita ex rationibus ^ \ ^ limes eft rationis decrefcen- 

tis X : Z. 

CoroUarium 1. Nominatim, fit aliqua ratio data limes rationis mutabilisr 
crefcentis vel decrefcentis; ratio duplicata,-triplicata, quadruplicata, - - - - - 
prioris pariter erit limes rationis crefcentis aut decrefcentis, quae eft duplicata, 
triplicata, quadruplicata ----- rationis mutabiiis. 

Hinc fpeciathn, fi ratio quaepiam data limes eft rationis mutabiUs cre- 
fcentis vel decrefcentis dhnenfionum homologarum duarum figurarum fimilium, 
fuperficialium vel foUdarum : prior ratio dupUcata limes eft rationis fuperficie- 
rum figurarum; eademqufe ratio tripUcata eft limes rationis capacitatum figura- 
rum foUdarum. CoroU 
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Corollarium 2. Si rationes, quae funt limites duarum pluriumve rationum 

mutabilium , refpeftivd aequales fmt rationibus , quae funt limites totidem alia- 

rum rationum mutabilium; dieo: rationem, quae eft limes rationis ex prioribus 

rationibus compofitae, aequalem effe rationi, quae eft^limes rationisex pofterio- 

ribus compofitae. 

Exmplum. Sit lim. X : r{^ a : V) = Um.-X' : t - 

lim. r : Z(= 6 : = lim. r* : -Z' 

lim. Z : /^( s= r : rf) si= lim* Z' : V\ & fic deinceps 

erit lim.-X : /^(= a : rf) = lim.JT' : /^. 

Pariter fit lim.X : r(= a : b) = lim. JT' : 2^ 

r :Z(= b : e) ^ lim.r : Z' 

lim.Z : ^(= ^ : rf) = Z' : ^' 

Erit lim.X : r(= n : i) = lim.^' : Z'; & fic deinceps, 
quicunque fit rationum numerus, & quomodocunque ratione^ limites & ratio- 
nes conftantes in fftnilibiis proportiofiibus ifiter fe combihentur. 

Corollarium 3. Sirationis X : T limes fit ratio ji : B 
& rationis Z : V limes fit ratio C : D 
'fit etiam rationis ,XZ:7V limes ratio AC : BD. 



Etenim quoniam 


A : B ^ lim. X : T 




4C:BC ^ Hm. XZ : TZ 


Pariter 


BC:CD « lim. rZ:r^ 


Hinc 


^ ^iCD ^ lim. XZ : TV) quod verum, 



quicunque fit rationum ftumerus. 

CoroUarium /^. Rationis -^ : ^ + jp limes fit ratio aequalitatis. Rationis 
A + x : T limes fit ratio data a : b. Dico, rationis A + x : T^~ x limitem 
eflfe rationem a : b. 
' Dem. 



Quoniam 


lim. A : A+x = i 


: I 


et 


lim.yf+jr : T •= a 


: b 


Erit 


lim. A i f =s a 


: b (§.14,) 


Hinc 


lim. A :A+r = a 


:«+^,(5.7-), 


Sed 


lim. A±^x : A = i 


: I 


Ergo 


Vim.A±x'.A-\-T =i a 


: a+b (§. 14.) 


Hinc 


\im.A±,x: 7*4; x«= « 


: ^ (§.7.) 



§. 16. 
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§• 15- Theorem. Rationis X : T limes fit ratio data a : b 
& rationis -X* : T' limes fit eadem ratio a : b. 
Dico, rationis X+X':T+T* limitem efle rationem a : *• 
i^, Ratio data a: b, limes fit utriusque rationis decrefcentis X: T, X^:T\ 
£ft ideo femper X : T ^ a : b 
X' : r > a : b 
Proinde X+X^: r+a^> a : b 
Sit ratio propofita quaecunque a + a:b major ratione a : b. Dico, fi.eri poffe 
X+X' : T+T' < a+a : b. 

Eteokn, fiat fimal X : T <i a + m x b 

X i Sr < a + m \ b <quod fiieri poteft per byp.) 
et erit X+X':.r+r < a + m : b. 
2^. Deqpionftatio eadem eft, fi ratio data a : b limes fit utriusque rationis 
crefcentis X : r, X* : T. 

3^. Ratio data a : b limes fit rationis decrefcentis X : T 

limes vero rationis crefcentis X' : T\ 

Dico, rationem X+ X* : T+ T pofle fieri ^^^!^ quacunque ratione data 
a+a : b maiore ^. . inajorem 

a-a:b minore ^^^^^^ ^ • *• 
Etenim per fapp. fieri poteft X : T < a + « : fr 
Fiat, & eft femper X' : ST < a + « : 6 
Ergo erit X+X: T+T < a + m:b. 

Item per fupp, fieri poteft X^r^^a — «:6 
Kat^ & eft femper X : T > a — « : 6 
Ergo erit X+X: T+T > a — mib. 

Corollarium. Si rationum quotcunque X: r, X': T', X": T\ X:V 

limes fit ratio data a : b; erit etiam rationis X+X'+ X' + X'" . . . • .: 
T+ T+ r^^ r^ limes ratio a : b^ 

§. i6. Theorema. Sit x quantitas mutabiiis, qu» potefl: reddi minor qua- 

cunque quantitate propofita. Sint A^ B, C, D . . . . L^ M^ U coefficientes 

^ magnitudine dati. Sint etiam a^ b^ t^ d . . . . U w, » exponentes 

pofitivi dati non minores unitate, & fucc^jEve crefcentes. Sit Q funftio quan- 

titatis 
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titatis mutabilis x, qualis fequitur: 

Q =r Jx^ + Bx^ + Cxc + ZJjcd + . . . . /.orl + JHjcm + iV:»". 
Dico, funftionem Q polTe fieri minorem quacunque quantitate propofita. 

ConftruSHo. Determinetur quantitas x^ fic, ut quiiibet terminus feriei pro- 
pofitae inde a primo Ax^ major fit termino qui iilum inunedlate fequitur bis 
fumt6. Scilicet, fi duo termini quicunque contigui, fint Lx^ , Mx^: fiat 
Lx^ > aJrAr»"; feu jcm— 1< ; & fiat x minor quolibet horum valorum ita 
deternunatorum. 

Primus Cafus. Omnes coSfficientes j^^ Sj C, D > . * L, M, Nrint pofitivi. 

Quoniam unusquisque terminus major eft: termino' qui illum immediate 
fequitmr bis fumt6, quilibet terminus major eft fumma omnium terminorum 
fubfequentium, & nominatim, primus terminus jfx^ major efl: fumma omnium 
reliquorum. Proinde Q<2/fxa. Atqui cum x fieri poflit minor quacunque quan- 
titate data , a fortiori x^ potefl: reddi minor quacunque quantitate data, & etiam - 
(§. 6.) 2jfx^ poteft reddi minor quacunque quantitate propofita; & proinde Q 
poteft reddi minor quacunqiie quantitate propofita. 

Secundus Cafus. Cpefficientes dati Bj^C^ V. E . . . . £, ilf, iV, qui pri- 
mum fequuntur, non fint onmes pofitivi. 

Omnibus ut antefaftis, tanto magis hoc cafu erit Qi<%Ax^; unde Q poteft 
reddi minor quacunque quantitate propofita. 

Quod fi A fit quantitas negativa: omnia pariter vera erunt, fignis mutatis. 

Nominatim. Elxponentes a, b» c, d . . . . l, m, n, fequantur progreffionem 
arithmeticam numerorum naturalium; ita ut fit 

Q = ^x + Bx^ + Cx^ + Dx^ + . . . Lxt^-2 + iKvn-i + iVirn. 
Fafto Qi<2Ax^ poterit Q efle minor quacunque quantitate propofita. Et quo- 
niam hic cafus eft omnium frequentiflimus : ad illum obfervationes fequentes 
earumque demonftrationes applicare fufiiciet. ^ 

Obferiatio i. Quaecunque difta funt de ratione dupla, potuiflent etiam dici 
de quavis alia ratione majoris ad minorem. Scilicet, p exiftente numero ma- 
jore unitate, fi ratio cujuslibet termini feriei Q ad terminum, qui illum im- 
mediate fcquitur, fafta fuerit major ratione liumeri 'j? ad unitatem, erit 

D Q<;- 
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Q < -L^Jx: & proinde (per hyp. & §. 6.) Q poteft rcddi minor quacunque 

quantitate propofita. 

Obfervatio 3. Quae difta fuerunt de cafu , quo numerus terminprum feriei Q 
datus eft, applicari etiam, fub datis conditionibus , poflunt adcafum, quo nu- 
merus terrainorum eft illimitatus. Quod accurate evoivi meretur, & in Differ- 
tatione jam memorata Expojition ekmentaire des Principes des Calculs fuperieurs haud 
congrue fuerat omiffum. , 

i». Cofefficientes ^, B,C, D . . . . . fequantur legemaliquam decrefcen- 

tem. Fiat*<;i. Erit ** > 2*'+«. 

Sed ponitur L > M 

Ergo a fortiori Lx^> ^Mx^+^. Proinde fafto Jf<|, omnes ter- 
mini funftionis Q fequuntur progreflionem decrefcentem , & quidem velocius 
quam progreflio geometrica, cujus quilibet terminus eft fubduplus termini prae- 
cedentis. Proinde i^^x major eft fumma progreflionis, quicunque fit numerus 
terminorum, & Q poteft reddi minor quacunque quantitate data. 

2°. Cofefficientes A. B, C, D . . . . crefcant juxta progreffionem geome- 
tricam quamcunque. Sit ideo M = pL 

fafto X < -i- 

2p 

erit *'+! < — «i 

2p 

et MxH-i < xx,jci ; feu Lx^ > ^Mx^+i. Ideo ter- 

minus quilibet minor erit duplo praecedentis : unde ut prius concludetur. 

3°. Cofe'fficientes yi, B, C, D crefcant quidem, fed lentius quam 

juxta aliquam progreflionem geometricam. 

Ita omnes termini, qui priores duos fubfequuntur, minores erunt, quam 
fi cofefficientes dati crefcerent juxta progreffionem geometricam, cujus expo- 
nens effet exponens rationis fecundi termini ad primum. Unde praecedens con- 
clufio valet a fortiori. 

4°. Cogfficientes ^l, B, C, D crefcant quidem a primo inde usque 

ad cofefficientem datumL, velocius quam in progreffione geometrica, fed ab hoc 
.inde (fi crelcere pergant) lentius quam in progreffione geometrica crefcant. 

Fiat 
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Fiat (uti 3°.) terminus, cujus coSfficiens L major. fumma omnium ter- 
minorum fequentium. Tum per conftruftionem hujus theorematis fiat primus 
terminus major fumma omnium terminorum usque ad terminum , cujus cogffi- 
ciens L. Erit, a fortiori, primus terminus major fumma onmium terminorum 
fequentium. ' 

Quod attinet ad cafus, quibus coefficientes non funt omnes pofitivi, aut 
quibus aiterne crefcunt & decrefcunt juxta legem datam, & quod ad incrementa 
iilorum attinet, modo conditionibus pfaecedentibus confentaneo: conclufiones 
illis cafibus a fortiori neftuntur, 

Ceterisverocafibus, quibus coefficientes ultra omnem limitem crefcentes ali- 
quam legum incrementi praecedentium fequi non conftat : haftenuS dubito, theo^ 
rema pofle feriebus, quarum numerus terminorum.eft indeterminatus, applicarL 

§• i?- Ut necefiitas praecedentium diftinftionum luculentius pateat, ex- 
emplum evolvam, quod in fequentibus magni erit momenti* 

Exemplum. Sit x^ potentia quaecunque quantitatis variabilis x^ quae, mu- 
tati ^ in X + Ajf; fit 

xn + nxn-iAx +1 . ^xn'2d,x^-\' 1. . . ^x^'3Ax^ + 1. . .^x^-^l^^ + 

Proinde potentla a:", mutatl xin x + £ix, accipit mutationem, 

+ (nJcn-iAx+l.'l:Ijcn-2Ajc^ + ^...'il^n-3AJc3+:^,..^;cn-4Ax^ ) 

~ ""12 13 ""14 ^ 

Jam vero ponatur , mutationem Ax pofle fieri minorem quacunque quantitate 
propofita: dico, mutationem fimul faftam potentiae x^ etiafti quacunque quan- 
titate propofita fieri pofle minorem. 

i^, Sit n numerus integer pofitivus. Prior feries abrumpitur, & proinde 
aflertum verum,^eft per §. 16. * 

2°. Sit n numerus pofitivus non-integer major unitate. Series praecedens 
non abrumpitur quidem , fed facile demonftratur : coefficientes terminorum, in 
quibus exponens mutationis Ax fit major quam « + i, continue decrefcere. 

Etenim fit m numerus integer pofitivus immediate minor quam » + i. 

Cogfficiens termini x^-^^Ax^ , erit — . — «^(w-jO^ Cogfficiens alius 

12 m 

D 2 cujus- 
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cujuscunque fequentis termini nn-Cm+OAjc"»+f efl 

n n—i n-m «— (w+i) «-(w+r), 
— • • • • « • ■ • • • • • • •— 1 

i 2 m+i f«+a fw+r+i 

cuius cum certe unusquisque faftor, inde afaftore ^n? fit fraftio vera, prae- 

•^ IW+I 

difti coefficientes continue decrefcunt ; praeterea iidem alterne fiunt pofitivi & 
;iegativi. Proinde (§. i6,) feries propofita poteft fieri minor quacunque quan- 
titate propofita. 

3^. Sit n numerus negativus quicunque major unitate. 

Series pr?ecedens non abrumpitur quidem, fed exponens rationis duorum 
coefficientium fefe proxime fequentium contintie decrefcit^ Etenim co4ffficien- 

tes trium terminorum fefe proxime fequentium, fint 

n «+1 «+W 

— — • ™""'^~~' • • • • ^■~'""~" 
I 2 m+i 

n n+x w+ffl+i 

T' 2 m+2 

n n+i n+m+2 

I " "^ ^+3 

Exponens rationis fecundihorum coefficentium ad primum, eft ^il = i + -^; 

^ ^ m+2 m+2 

et exponens rationis coSfficientis tertii ad fecundum eft ■ , ^ = i H — ^: 

wi+3 fri+3 

et quoniam ^^—1 <-5nJ, praedifti coefficientes lentius quain in progreffione 
^+3 'H-^ 

geometrica crefcunt. Sic igitur fumta ratione -^, ut primus terminus feriei 

pnecedentis major fit fecundo ejus termino bis fumto, tanto magis quilibet 

alius terminus major. erit duplo termini fequentis; proindeque applicari poteft 

demonftratio .§. i6^'\ 

4°. Exponens n fit numerus negativus minor unitate. 

Singuli faftores cogfficientium — . ^ltl • • . ^!j:!!L funtfraftiones verae, & 
^ 13. w+i 

proinde cogfficientes continue decrefcunt, Quare tanto magis applicari poteft 

demonftratio §. i6^'. 

In omni igitur cafu mutatio ^^^('x^Tjil poteft reddi minor quacunque 

quantitate propofita. 

§. 18. 
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§. i8. Theorema. Omnibus ut in theoremate §. i6. pofitis , fit 

Q = J? + ^jf» + 5* •> + Cjcc + Dxi H + Lxi + Mx^ + Nx^. Dico, 

rationem aequalitatis efle limitem rationis Q : P decrefcentis aut crefcentis, 
prouti A eft quantitas pofitiva aut negativa. 

Etenim (per theorema §. i6.) fiat priore cafu Q < P + iJx* 

altero Cl> P — s.Ax*, Ratio 

aequalitatis eft limes rationis decrefcentis P + zAx* : P 

& limes rationis crefcentis P ^zAx* : P. ^^^> ^ fortiori, ra- 

tio aequalitatis limes eft rationis decrefcentis aut crefcentis Q : P, prouti A eft 
quantitas pofitiva aut negativa. 

Obfervatio. Quae de cafu, quo nunderus terminorum funftionis Q eft illimi* 
tatus, praecepta fuenxnt (§. i6. Obferv. 2.) liuc pariter valent. 

__ (jf + AAr)" — -x^ 

~ "Kx 

Exemplmt. Sit Q jin^(^x—Axy ' * mutatio Lx poflit fieri minor qua- 

cunque quantitate propofita; ratio aequalitatis eft limes rationis Q : nx*-i. 

§. 19. Jpplitatio. Sint * & y duae quantitates, quae fimul fieri poffint 
quacunque quantitate propofita minores. Sint Q & Q' duae funftiones praedi- 
ftarum quantitatum conditionibus §§. 16—13. confentaneae, ita ut jit 

Q = i* + Ax* + Bx^ + C*c + Dxi + 

Q' = -P' + ^x»'+ ^Jct''+ CjcC+ £)'*'1'+ 

Dico, limitem Q : Q' = i' : /»'. ' ,-- ; 

Etenim: lim. Q : P = i : i (§. 18.) 
P : P = P: P 
Vxm.P: Q= I : I (§. ig.) 
Ergo lim. Q : Q' = i» : /^^ (§. 14.) 

§. 20. Theorcma. Sit * quantitas mutabilis, quae major reddi poteft qua- 
cunque quantitate propofita. Sint A, B, d D . . . . L, m\ N co6tti- 
cientes magnitudine dati. Sint a, t, r, </.... /, «,, », expo- 
nentes- etiam dati continue decrefcentes. 

D 3 Et 
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Et fit Cl== ^x^ + Bx^ + Cjfc + Dx^ 4- . . . LaI + ]Ux^+Nx^. Dico, ratio- 

nem aequalitatis efle limitem rationis Q : ^x^ . 

Demonflratio. Q^^x^ iA+sJ- + C— + D JL + • • • -^41 + ^-^57+ ^4i;- 
Quoniam autem at major poteft fieri quacunque quantitate propofita, _ poteft 
fieri minor quacunque quantitate propofita; & quoniam a, b, r, rf... /, #», n, 
continue decrefcunt, exponentes a — b, a — r, a — d . . . a — /, a. — wi, a — w, con- 
tinue crefcunt; & proinde, quantitate mutabili a: pofita majore unitate , termini 

3^5' ^c^ ^Ta^ ^i' -^^ ^^ ^^^^^^^ decrefcunt; & proinde 

(§. 16.) quantitas B^^ + Cl^+D±r, + - ' + L^.^^M^^ poteft 

reddi minor quacunque quantitate propofita. Hinc quantitas A limes eft quan- 
titatis '^ 4- 5-i- + Ci+I>-4-. + . . . L-L.,+i»-i- + iV-I.~, feu 

lim. ^: ^+ 5-L+C4- + D ' +...x4. + iKLi-+iV-i- = i:i 
& lim. Ax^:Ax^+ Bj^ + Cx^ + Dx^ + . . . Lx^ + Mxr^ + Nx^ = i : i. 
feu tandem lim. -^at» : Q = i : i. 

Exefnplum. Exiftente » numero integro pofitivo: vidimus {%. y . Introd.^ 
fummam poteftatum ordinis m numerorum naturalium [ab unitate usque ad n 
continue crefcentium, efle fequentem: 



/»m— _i_»ni+i + Btim ^ C»™— I + DtH^^^ + En^-^ + 

m+i ^ 

Proinde lim./»"* : ^—n^^+^ =1:1, 
m+i 

feu lim./«'" : ny^tt^ = i : w+x. 
Hoc eft: limes rationis fummae poteftatum cujuslibet ordinis numerorum natu- 
ralium continue crefcentium inde ab unitate, ad maximum horum numerorum 
toties fumptum quot funt praedifti numeri, eft ratio unitatis ad exponentem 
praediftarum poteftatum unitate auftum. 

Sic lim./» : »•» = i • ^ 
lim./n» : n.n^ =1:3 
lim./n^ : n.n^ =1:4 
lim./n^ : ».»^ 5= i : 5 

&c. &c- §• ^i- 
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§. 21. Thonnia. Sint duae quantitates datae^ limites duarum quantitatum 

mutabilium. Multiplicentur in fe invicem tam quantitates datae quam quanti- 

tates mutabiles. Dico: produftum ex priore multiplicatione ortum, efle limi- 

tem pofterioris produfti. 

Sint A 6cB duae quantitates datae, & fint X 6cT duas quantitates muta- 

biles, quarum limites fint^ & B* Dico: produftum AB effe limitem pro- 

dufti XT. 

Primus Cafus. Sint quantitates A 6c B limites quantitatum decrefcentium 

X&lT. Sitideo X = A+x 

T = B+y 

XT = AB + jly+Bx-^-xy. 

Dico: produftum AB effe limitem produfti (decrefcentis) XT. 

Etenim lim. B : B + y = i : i (§.'3.) 

Ergo lim. Bx : Bx + xy =1:1 (§ lo.) 

Pariterque ]ha.jiB+jiy+Bx:jiB+A/+Bx+xy = 1:1 (§. 2.) 

Sed per hyp. x &, y poffunt fieri fimul minores quacunque quantitate pro- 

pofita; ergo &i Ay^ Bx poffunt fieri finiul minores quacunque quantitate pro- 

pofita (§. 6.)> & etiam Ay + Bx poteft fieri minor quacunque quantitate pro- 

pofita (§. 6.)- Proinde quantitas AB eft limes quantitatis AB+Jy + Bx (§. 6. ) , 

& eadem quantitas AB eft limes quantitatis decrefcentis AB+Ay+Bx+xy^ 

feu XT. Scilicet lim. AB : AB+Ay+Bx =1:1 

\xm.AB+Aj+Bx : XT =1:1 

Ergo lim. AB : XT =1:1. 

Er proinde AB eft limes produfti (decrefcentis) XT. 

Secundus Cafus. Sint quantitates A &c B limites quantitatiun crefcentiiun 

X &cT. Sit X = A—x 

T = B^y 

XT = AB-Ay-^Bx+xy. 

hm.B:B^y =1:1 (§. 3.) 

Ergo& \im. Bx:Bx—xy = i : i (§. 10.) 

Pariterque, lim. AB—Ay-^Bx^AB^Ay—Bx+xy^^XT) =1:1. (§. 2.) 

Sed 
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Sed ut prius, jiB eft limes quantitatis (crefcentis) AB — Ay^Bx. 



Hinc lim. AB : 


AB-Ay^Bx = I : I 


\xm.AB—Ay—Bx : 


xr « I : I 


Ergo lim. AB : 


xr = I : I 



(§. 14) 

Proinde AB eft limes produ6ti crercentis XT. 

Tertius Cafus. Sit A limes quantitatis decrefcehtis X. 
B limes quantitatis crefcentis T. 
Sit ideo X =z A+x 

XT = AB^Jy+Bx-xy. 
Erit lim.5 : B—y = r : i 
Ergo lim.^Jf : Bx—xy = 1:1. 

Et iim. AB—Ay+Bx lAB-^j^y+Bx^xy (=^XT) ^ 1:1. 
,Sed ut prius jiB eft limes quantitatis (five crefcentis five decrefcentis) 
jiB^Jy+Bx. Hinc lim.^5 : AB—^Ai+Bx =1:1 

lim- .^5— ^^+iSrAr : XT =1:1 

Ergo lim. AB : XT =1:1 

Et proinde jSB eft limes produfti (five crefcentis five decrefcentis) XT. 

Jpflicatio. Sint A^ B, C, D, quantitates datae; & fint totidem 

quantitates mutabiles X, T, Z, V, quarum priores fint limites, Di- 

co : produftum ABCD efTe limitem produfti XTZV 

Etenim A ^B funt limites quantitatum mutabilium X^T\ 
Ergo AB eft limes produfti mutabilis XT 

Sed C eft limes quantitatis mutabilis Z 

Ergo ABC eft limes produfti mutabilis XTZ 

Sed D eft limes quantitatis mutabiiis V\ 

Ergo ABCD eft limes produfti mutabilis XTZV\ & fic deinceps. 

§. 22. Lemma notum. In onmi proportione geometrica continua fumma 
terminorum extremorum major eft termino medio bis fumto. 

Corollarium i. In omni proportione geometrica continua; exceffus quo ma- 
ximus terminus medium fuperat, major eft exceflu quo terminus medius fuperat 
minimum. Corol" 
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CofotiariuiH i. Sit progrfeflio geometrica crefcens : differentia duorum ter- 
minonim contiguorum crefcit inde a minimo usque ad mdximum. 

Corollarium 3. Sint du3e progrefliones crefcentes, una geometrica, altera 
. arithmetica, quae duos primos terminos habeant communes, & quarum termi- 
norum numerus idem fit: reliqui termini progreflionis gcometricae majores funt 
teijninis progreflionis arithmeticae aequ^ ab extremis difl:antibus. Idem a fofN 
tiori valet, fi terminus fecundus progreflionis geometricae major fit termino fe- 
cundo progreflionis arithmeticae. 

Corollarium 4. Sint duae progrefliones crefcentes, una geometrica, altera 
arithmetica, quae duos terminos extremos (h. e. primum & ulthnum) com- 
munes habent, & quorum numerus terminorum idem fit. ReHqui termini 
progreflionis geometricae minores funt terminis progreflionis arithmeticae aeque 
ab extremis diftantibus» 

Theorema. Datis duobus terminis extremis progreflionis geometricae, nu- 
merus terminorum ita poteft augeri, ut minoris t^rminorum datorum & ter- 
mini huic proximi differentia minor fit qualibet quantitate data (hoctermino 
dato minore). 

Sint P & (l duo termini dati, quorum P minor; & fit a quantitas data. 
Sumatur differentia Q— ^ terminorum Q & P. Repetatur quantitas data a 
toties, ut fuperet diflerentiam Q — P; fit n numerus vicium, quibus repetita fuit. 
Dividatur differentia Q — P in n partes aequales. Tum inter terminos datos 
P & Q inferantur n termini continue geometrice proportionales. Dico faftum. 

Etenun inter duos terminos P & Q inferantur totidem termini n continue 
arithmetice proportionales : fint ;? &/?'termini ipfi Pproximi in progreflTione 
geometrica & arithmetica. 

Erit (per Coroll. 4. praec.) p<p'; & ideo ;?— P </?' — /'. Atqui (per 
conftruftionem) p '— P <; a; ergo a fortiori p^-P^ia. 

Corollarium i. Terminus itaque datus Plimes eft quantitatis mutabilis p; 
proinde ratio aequalitatis etiam limes eft ratlonis crefcentis P : p (§. 3.) 

Corollarium 2. Sit q terminus, qui terminum Q immediate praecedit. Quo- 
qiam P: p = ? : Q, ratio aequalitatis etiam limes eft rationis crefcentis 5^ : Q. 

E feu 
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feu limes rationis decrefcentis Q : ? (§. lo.). Proinde quantitas data Q parii- 

ter eft limes quantitatis mutabilis crefcentis q (§. 3.). 

Corollarium 3. Quoniam ratio ^ = (f)" = (p"; (^" = ^ = -1= 

& pariter | = (^)" = (^)" ; hinc (Q )^ = f. = ^- Proinde aufto « 

Tatio sequalitatis eft limes rationis fubmultiplicatae rationis cujuslibet prdpo- 

L i. 

fitae; feu tam lim. (^— ) quamlim.(^^J = i. Quare, fi — vel ^ = s; 

llm. z^ ^ ly quaecunque fit z five major unitate, five minor eSidem. 

Scholium. Breviter adhiic, quae illuftrandis tum praecedentibus quibusdam, 
tum fequentibus neceflaria funt, de quantitatum, quae majores aut minores 
fieri poffunt qualibet quantitate propofita, poteftatibus exponentis dati ad- 
jungam, 

i^. Sit z quantitas, qu» major fieri poteft qualibet quantitate propofita; 

& fit n exponens datus integer pofitivus. Crefcente z, crefcit a fortiore pote- 

ftas z^; & proinde, a fortiori, poteftas z^ major fieri poteft quacunque quan- 

titate propofita. 

Sit autem exponens datus numerus fraftus formae ~; feu proponatur fun- 
n «^ 

ftio 7^z. Quaecunque fit quantitas propofita a, fiat bc^a^; tum fiat (quod 

n n 

poffibile per hyp.) a; > i > a" : erit etiam Vz > 7^bi>a. 

Hoc pariter obtinet, fi exponens datus fuerit numerus fraftus — ; ita ut 
n 11 ^ 

funftio propofita fit 7^z«^ «2°. Fiat enim b^^a^; tum fiat ;5>6, & j)ro- 

jn iij_ 

inde 2"! > 6»" : erit etiam 2 " > 6° > a. 

Si autem exponens datus fuerit numerus negativus; feu fi funftio propo- 

fita fuerit .— : crefcente z^ funftio haec minor reddi poteft quacunque quanti- 
z^ 

tate propofita. Etenim propofita fitquantitas — : fiatper cafumprimum z^i>a; 



& erit ± <;i. 



Sit 
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0.^. Sit quantitas z talis, quae minor reddi poteft quacunque quantitate 
propofita; dico, etiam quamlibet ejus poteftatem ^8?" pofle quacunque quantitate 
propofita fieri minorem, fi n fuerit numerus pofitivus; & contra, eandem quan- 
titatem fieri pofle quacunque quantitate propofita majorem, fi » fuerit nume- 
rus negativus. 

Cafus hic ad primum facile reducitur. Quoniam enim z poteft quacunque 
quantitate propofita fieri minor; i.& proinde etiam \^j major fieri poteft 

quacunque quantitate propofita; unde «" minor erit quacunque quantitate pro- 
pofita. 

CaPUT SECUNDtJM. 

T>e rationihus differentialibus et integralibui. 

Vit x^ potentia qusecunque quantitatis variabilis x. Sit etiam im-Xjc, pro- 
duftum ex eadem quantitate mutjtbili per ijuantitatem datam «^^i. Quan- 
titas variabilis x recipiat mutationem quamcunque Ajc; Unde duae quanti- 
tates o«-ijf & x^ fiant dn-i(jif+Ajf) & (Jf+A^)"; & proinde praediftae quanti- 
tates recipiant mutationes fimultaneas 

an-iAJC & i!xn-iAJC+f .!!L^xn-^Ajc^+!l...— JcO-SAj^H-...-^^^^^ 
I 12 13 14 

Ratio harum mutationum fimultaneatum aequalis eft ideo rationi 

fln-i : Ix^-i + -.^Jcn-2AJC +-...— Jcn-3AJC^+J?...^;cB-4AJc3+.,. 

I 12 13 14 

Proinde, quamdiu n eft numerus qui/:unque ab unitate diverfus; ratio praedi- 
ftarum mutationum differt a ratione nn-i ; mcn-i. At vero x manente eadem, 

decrefcente Ajc, quantitas 2 .— xn-2Ajc+-...^xn-5AJc»+- . . . ^xn-4Ax3+ . . . 

I a 13 14 

poteft fieri minor quacunque quantitate propofita (§. 17.); proinde quantitas 

•--jcn-i iimes eft quantitatis 

^ 2.JCn-I + f.^JCn-2AJC + 2...^V-3AJC^ + !i...^.^n.4AJc3 + Et 

I 12 13 14' 

ratio fl"-i : -xn-i limes eft rationis mutabilis 
I 

E 2 fl"-i 
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«n-i : 1 xn-i + 1 . *LLLx^-a£a + i . , . ^*»-3Ajc»+ "... "-I^jcu-^A*' + 

II». 13 *i 4 

leu lim. Ai^ = ^; & proinde 6tiam lim.^li^ = «Am-i. 

Quoniam autem hic notandi modus lim. -^•^"- feu lim. -i^, calculo mi- 
nus eft commodus; & tamen hoc fignum aliaque fimilia faepiflime occurrunt: 
facilitatis calculi gratia (& quidem, quod probe notandum, unice hac de caufa), 
fignommuscommodolim.^ fubftituatur hoc ^; & fic conftituatur aequa- 

tio — = »Jf"-'- 

§. 24. Maximopere vero cavendum eft, ne credamus fymbolum -V^» 
quod formam magnitudinis ex duabus . compofitae prae fe fert, revera efle fym- 
bolumcompofitum; acdefignare fraftionem , cujus termini fint d.A" & dx; quafi 
d.*» & d* denotent certas quantitates, & ut ita dicam, minufcula (minia- 
tures) quantitatum verarum A.x"» & AJf: aut ne credamus, ex aequatione 
d-*" - M*n-i pofle deduci hanc d.jc» = «jcn-idjf. Expreflio -'— incomplexa 
eft atque peculiaris, ad defignandos exponentes limitum rationum fimultaneo- 
rum quantitatum mutabilium a:» & x incrtementorum facilitatis caufa introdu- 
fta: & quamvis veftigia confervet originis fuae ^^; figna d.Jf» & d* figU- > 
latim fpeftata nullam amplius ad quantitates veras A.x« & Ax relationem ha- 
. berefirmiter tenendum eft. Quae monita eo magis urgenda efle cenfeo, quod 
doftrina haec qujeftionibus nonnullis inanibus fuit exagitata; quae ne motae qui- 
dem fuiflent, fi ad genuinam fymboU UUus indolem Mathematici femper atten- 

4iflent. (fl) 

Hoc exemplo praeeunte, quae fequuntur definitiones, facUe intelligentur. 

§• 24- 

(a) Nonnnlli etiam, qni veram figni bnin» natnraro agnovlfle videntnr, anfi non fnnt, 

qnam hlc profiteor fententiam aroplefti. Videatur v. gr. Differtatio AbbaUs CalosO 

in novis Cotnmentanu Academke Taurinenfis T. H. nbi fic ftatuit Auaor: // «« 

fuffit pas de voir clairement que ^ etant la limite du raport —; et ^ la 

Umite du raport ~; on aura, J-^ = x + «^ lorsque v = xz: mais, ilfaut 

d^abord 
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§. 25. Definitiones. Limes rationis mutationum , quas du« pluresve quan- 
titates mutabiies fimul fufcipiunt, dicatur earum ra^io differentialis ; & exponens 
hujus rationis dicatur exponens differentialis. Operatio, qua exponens differen- 
tialis quaeritur, dicatur differentiatio. Item: calculus, qui occupatur rationibus 
differentialibus inveftigandis, dicatur calculus differentialis. 

Sit P funftio quantitatis mutabilis x; exponens differentialis harum quan- 
titatum defignetur ~. Item, fmt P& Q duae quantitates mutabiles quaecun- 

Q X 

dP 
que, exponens differentialis harum quantitatum defignetur ~. Et fymbola 

—, — •••• fpeftentur tanquam figna fimplicia, nulla apparentis ipfprum 
a X a \j 

compofitionis ratione habita. 

Hinc, fiP eft potentia ordinis cujuscunque n quantitatis mutabilis x^ 

AP 

rLL = nx^-i (§. 23.) Pariter fit Q potentia aiterius ordinis m quantitatis mu- 

Cl X 

tabUis x; erit 4^ = mxm-i. Hinc ^ = -*»-". 
dx dQ «I 

Etenim lim. AP : A* = bjc"-i : i 
item lim.Ar ; AQ = i : mx^-i 
Ergo lim.AP : AQ = «Jf-i : mx«^-i (§• 14.) 

feu ^ = i!-xa-m. 
dQ m. 

Item: fit Pfimftio quantitatis mutabilis jj , qualis fequitur 

p ^ jix^ + Bx^ +Cjcc ^Dx^ +.... + L;ci +il/jc» +Nxt^ 

fit l^ =r ^ajca-i + Bbx^^i + CrArci + Drfjcd-i + .... + JM-i+Mmx"^i + iVnjt-n-r, 
d^: 

§. 26. Exercitii caufa adjungam nonnulla exempla variarum funftionuiii. 

Sint -P& Q duae quantitates mutabiles, quae referantur v. gr. ad eandem quan^* 

titatem mutabilem x: quaeritur exponens differentialis ' \ 

E 3 (P+^P) 

d^abord attacher une, idtk nette et precife d iv ^ Ax ^ Az ; afin que ces exprejjions 
fi.gnifi£nt guelque chofe par elles-mSmes et independamment les unes des autres. 
Cum noperriine vlr adeo fagax ejusmodi difFiciiltatem moverit , e re proit;6to eile cen- 
fendum eft, in limine, & cum prima illius figm introduftioDe, leftorem de vera 
ejus iignificatione monere» 
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(P+AP)(Q + AQ) = PQ + Z^AQ+QaP+AP.AQ 
Hinc A.PQ = PaQ + QaP+A/3. AQ 

HincUm.^-^= P.lim.^+Qlim.^-^, 

fe„ 4^ = Pt-^+4^- 

ax dx dx 

Eodemmodo 4:^ = pq.^^ + ^^^ 
dx dx dx 

= PQ ^ + PR^ + dR^ 

dx dx dx 

dx dx dx 

dx dx dx dx 

Et fic deinceps. Scilicet exponens differentialis produfti quotcunque quanti- 
tatum mutabilium, & alius cujuscunque quantitatis mutabilis jc, aequalis efi: 
fummae produftorum omnium priorum quantitatum tma excepta/ per expo- 
nentem differentialem hujus quantitatis & praediftae quantitatis x. 

Eademque regula applicatur ad inveftigandos exponentes differentiales 
quantitatum fraftarum. 

Etenim ^ = PQr'; ideo ^ = i>i^ +Q"'^- Sed (§• 25-) 

d;c ^ d*' d^ dx ^ dx ^ 

Exponens hic differentialis obtinetur etiam modo fequenti. 
at I =Z, erit P=QZ; hinc |f = Q,^| + Z^^ 

dZ _ idP P d2. 

da " ^dx g^s^ 



dx dx 



^9 



Hoc 



Digitized by 



Google 



39 

Hoc eft: multiplicetur denominator fraftionis per exponentem differentialem 
numeratoris , ab hoc fafto fubtrahatur produftum numeratoris per exponentem 
4iffercntialem denominatoris ; oritur exponens differentialis fraftionis. 

Hisce exemplis continetur univerfus calculus differentiaUs, quatenus ad 
funftiones tantum algebraicas pertinet (De quantitatibus tranfcendentibus & 
exponentialibus poftea dicemus.) 

3 

Sit V. gr. quantitas T^^^axx-^x^), cujus quaeritur exponens differentialis. 
Sit P= rX^xx-x^) = (axx-x^)^. 

^ = ^(axX'X^y^2aX'Sx^) 

ss ^ax-^xx _ lax^xx _ 211 -3JC 
3l{axx^x^)^) 3^K^ia.x)^) S^C^C^-^)'/ 

Sit P = ;c™/ + ^jc^^ •+ Bx'y' + Cx'f + . • 

^ = tnx^'Y + pAx^'Y + rBx^-^y^ + tCx''y+ 

+ ^(nxV^ + q^x^y"^'^ + 'Bxy^'^ + vCx^y^^^^ ) 

§• 27. Quemadmodum ex data relatione mutua duarum pluriumve quan- 
titatum mutabilium quaeritur earum ratio differentialis : fic viciffim ex data 
ratione differentiali duarum pluriumve quantitatum mutabilium , quaeri poteft 
relatio mutua ipfarum quantitatum. Haecjrelatio dicatur ratio integratis; ope- 
ratio qua ratio integralis quaeritur, dicatur infegratio; & calculus, qui occupa- 
tur inveftigatione rationum integralium , dicatur cakulus integralis. 

dP I 

Exetnpla. Data fit ratio differentialis ^ = jc"» = ^Tj^C^ + i)-^" ^ fit ratio 

integralis P = ^^•^"+^- 

Sit ratio differentialis j-^ = y + x^ ; fit ratio integralis P =« xy. 

dP a—x^^ 
Sit ratio differentialis j^ = ^ Sjc ; fit ratio integralis P ^ —. 

Obfervatio i. Data relatione mutua duarum pluriumve quantitatum muta- 
bilium complexarum, quarum termini partim funt conftantes: hi termini con- 
ftantes non afficiunt exponentem differentialem. . Quare viciffim, data ratione 

diffe- 
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differentiali duarum pluriumve quantitatum mutabiiium, non unica ei refpon- 
det ratio integralis; fed hasc ratio, praeter quantitates mutabiles per rationem 
differentialem determinatas, affumere etiam poteft terminum conftantem, qui 
vulgo per C defignatur. 



Ita fi 


dP 
dx 


xn; 




fit P = 


c + 


I 


..vn+l 




dP 
dx 


■y+ 




P = 


c + 


*y 






dP _ 
dx 






; /» = 


c + 


x 

T 





yy 
Quantitas haec conftans C, quae, rationis differentialis tantum rationc habita, 

eft indeterminata, plerumque per naturam quaeftionis propofitae determinatur. 

dP 
• Extmplunu Sit — = (x—oY\ & quaeratur ratio integralis huic rationi 

differentiali refpondens, talis, utratio illa evanefcat, quando jc=a. 

Ideo P= C+—(x—ay'¥i. Atqui quantitas J-^{x — d)^i evanefcit, 
«+i «H-i 

pofito jc = a; ergoC = o: & P =:^ -L^x— a)n+i, quae nunc dicitur ratio inte- 

gralis completa. 

Sit vero _ = (a+;c)n; & quaeratur ratio integralis talis, ut evanefcat 
dx 

pofito Xs= o. 

P=z C+— (a+A:)n+i. Atqui, pofito jc = o, (a+Ar)«+i fit an+i. Ergo 
w+i 

C= L^n+i. Proinde P = -?- ( (a+jc)n+i— an+i) 

«+i »+i 

= JL,('!^a-x+ "^ . V-iJC^ +*?±i . . . !!ian-2^3 +^^ . . 1:^an-3jc4 + 

«+i^ I 12 13 14 



= anj^+ ^n^ix^ +!LL!^ar^'2x^ + "LlJLl^a^^Sx^ + 

1.3 1.2.3 I"4 

Exmplum. Sit ^ = -i— =^ (a+x)-i ; & fit /^ = o , quando x = o. 
^ dx a+jc 



JC^ . , AT» , X^ . , A:5 - x6 






6 + 
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SchoRum. Sic exceptidnem toUi cenfeo communitei' huc usque praeceptam 

integrationis formulae — - = = (o+jifVi, quae deducere videtur ad rela- 

dx a + x 

tionem integralem /^=s C4- ^(fl+jc)°, fenfu omnino caflam, & quam ideo alia 

methodo explicare mathematici allaborarunt: cum oftenderim, formulahi iUam 

dP 
eodem prorfus modo evolvi, quo fonnula generalis -^ — = («+Jf)", feu 

P = C H L-(a+jc)n+i; additaconditione, quod evanefcat, fi x = o. (Vid. 

^+i 
praeter alios, Euleri Calculus integralisj T. I. pag. 26. & 27. ubi illuftris hicMa- 

thematicus iterata vice exceptionem illam afFirmat.) Ipfe eandem fententiam 

profeflus fui in Diflertatione : Expofition elementaire des Principes des CaUuls fupe^ 

rieurs pag. 93. Fatendum tamen , cafum hunc a reUquis eatenus efle diftin- 

guendum, quod fubftraftio indicata (a+xy+i — an+i peragi, & divifione aftA 

inftituta faftor 11+ 1 toUi neceflario debeat, ut formulja intelligibiUs emergere 

poflit. 

Objirvaiio 2* Data relatione mutua duarum pluriumve quantitatum muta- 
bilium, ratio differentiaUs earundem femper poteft obtineri, ideoque calculus 
diflerentialis poteft dici omnimode completus. Idepi non valet de calculo inte- 
grali. SciUcet data ratione differentiali duarum pluriumve quantitatum muta- 
bUium non femper obtineri poteft relatio earum integralis. Nempe non ob- 
ftantibus afliduis fagaciflimorura mathematicorum ftudiis calculus integralis 
adhuc in cunabulis jacet; nec uUa regula omning geheralis praefto efle dici 
poteft, qu^ omnes omnino formuiae poffint ad intcgrationem perduci, (Quid- 
quid hoc refpeftu fperaverit fagacifs. Dn. Paccassi. Vide PhyJiMifche Arbeiten der 
eintrdchtigen Freunde zu IVien. 1786.) 

Nimium a fcopo meo abluderet, formulas, quarum integrationes inpromtu 
funt, exponere, pariter atque artificia, quorum fubfidio plurimae formulae inte- 
grantur, quae primas calcuU integralis regulas effugere videntur, tum & in- 
venta varia , quibus integratio formularum complexarum ad integrationem for- 
mularum (fpecie faltem) fimpUcium reducuntur. Confulendi' eam in rem funt 
auftores, qui de calculo integraU fcripferunt, eo fine, ut ipfum perficerent aut 
tironibus explanarent: quos inter nominare fufficiet Cotesii Traftatum de 

F Har- 
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HarfHonia fnenfuraram^ aut Wa^mbsi.ey J^hjfi de la nufure des raporis tt des an* 

gles , & prae omnibus Eux.£RI Inftitutiones calculi integralis. (a) 

§. 28. Cum exponentes differentiales quantitatum mutabilium plerum,- 
que & ipfi quantitates mutabiles fint; quae de qualibet quantitate mutabiii di^^ 
funt, ejusmo^i quoque exponentibus differentialibus poffunt applicari. Nomi- 
natim quaeri poffunt exponentes differentiales iftiusmodi exponentium diffe- 
rentialium. 

Sit V. gr. P funftio quantitatis mutabilis x, cujus exponens differentialis 

^ . Quod fi exponens hic & ipfe mutabilis eft: [indagari pariter poteft tam 
ax 

Ap 

ratio mutationum fimultanearum quantitatum variabilium _ & x ; quam ratio, 

Ax 

quae eft limes iftius rationis, atque ejus exponens. Ratio, quae limes eft ra- 
tionis mutationum fimultanearum exponentis differentialis: duarum pluriumve 
quantitatum mutabilium & unius ex illis, dicatur ratio differeniialis fecundy ordi^ 
nis; & exponens praediftae r^tionis dicatur exponens differentialis ficundi ordims. 
Exponens itaque differentialis fecundi ordinis funftionis P & quantitatis 

mutabilis x eft lim. ^^ ; & eadem de caufa, quS prius, nempe majoris cal- 

culi facilitatis caufa, exponens ifte denotetur figno -^. Et hic (hno etiam, 

ax^ 

fi fieri poffet, a fortiori) repetenda funt, quae fle fimplicitate fymboli hujus 
monui, non obftante ejus apparenti compofitione. Ne quis quaerat: quid fit 
ddP, ncque quid fit dac^? Nullum, quod fatisfaciat, obtinebit refponfum. 
Confideret potius fymbolum — ^ tanquam expreflionem unicam & fui generis, 

Cl X 

cujus termini apparentes nullam fervant relationem aut nexum cum quantitati- 
bus A^P, & ^x^ , ex quibus incautiores mathematici eos derivare aggredi pof- 
fent, & reipfa nimium frequenter aggrefli funt. 

Si 
(a) UtQt iipperfeftas etiamnum fit calcnlos integralifl: ea tameii eft mnltitDdo formnla- 
rom , tam quas integrare , quam qnaa ad fimpUciores reducere licet, & fomulae hae c 
in tot volumimbus, vel a privatis mathematicis , vel ab academiis editis , dirperfae funt ; ^ 
ut gratam acque ac utilem tnathematicls navaret operam, qui formulas jam integratas 
(CoTEsii & Walmesley exemplo), in tabnlas apte difpolitas redigeret, quarnm 
ope fopenumero a'labore taediofo & {bperfloo vacare liceret* 
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Si exponens diffcrentialis fecundi ordinis ^-^ fit & ipfe quantitas mu- 
tabilis: operationes, quae cuilibet quantitati mutabili applicatas fuerunt, huic 
etiam exponenti poterunt applicari ; & nominatim quaeri poterit tam ratio mu- 
tationum fimultanearum quantitaturti mutabilium — -^ & x^ quiam ratio limes 

iftius rationis, & ejus exponens. Haec ratio dicatul' ratio differenticdis tertii ordiniT^ 
& exponens ejusdem dicatur exponens differentialis tertii ordinis. 

Exponens igitur differentialis tertii ordinis praediftee funftionis P eft 

lim._^; & maioris calculi facilitatis caufa defignatur fymbolo ^j_., quod 

pariter fpe6landum eft tanquam fignumunieum, incomplexum, non quafi com- 

pofitum ex duabus partibus d^P &cdx^. Neque movehda eft quaeftio abfon^, 

quid fint termini illiapparentes; neque comparatio aliqua fignorum d^P&c dx^ 

cum quantitatibus ^^P & Ajc^ eft inftituenda. 

Hinc facile liquet, quid fint rationes & exponentes differerltiales altiorum 

ordinum, 4^, 5^, 6««. . .n»>; & quiddenotarecenfenda fmtfignaillis 

r A .' d^P d^P d^P d^P 
refpondentia, — ^, y--., ^. . .^. 

^ d;^^ dx^ dx^ dx^ 

En aliqua exempla praecedentibus iUuftrandis apta; 



Sit 


P 


;= ;cn. . 


Erunt 


iP 

Ax 


=r nx^i^ 




iiP 

dx3 


= ».«-i.j:n-^ 




d3P 

dx3 


= ii.ll-l.»-a-Jf"*3 




iip 

d»4 


=±: ff.ii-i /. . li-3.Jcn-4 




isp 

ix5 

• 
• 


=s 11. #1-1 . . . «-^.jcn-S 

V 


^ 




• 

= ff.»-I • . . ll-(llf^I>. 



Si exponens n fuerit numerus integer pofitivus, feries haec exponentium 

4ifferentialium abrumpetur. 

F 2 Sci- 
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Scilicet: fit tn^n, ent j-^ = n.ii-i ... . z.i.x^z^ 1.2.3 • • • • » 

et ^ — p- «= o. 

Nempe exiftente n numero integro pofitivo: exponens difierentialis, cujus ordo 
per ipfum potentiae exponentem defignatur, fit conftans; & exponentes diffe- 
rentiales ordinum fiiperiorum evanefcunt. 

In ceteris cafibus, ubi n noh eft numerus integer pofitivus, nunquam per- 
venitur ad exponentem differentialem conftantem, nec ad evanefcentem. 

Setundum Exemplum^ Sit P= ^, & quaerantur omnes exponentes difFe- 
rentiales refpeftu ejusdem variabili^ Xy cujus « & y cenfeantur efle funaiones. 

Sit ideo P ^ zy 

da* d»» ' dar dac ^ix- 

dl^ ^^ ^^gj di»^ ^dia da: ^ ^dx^ 

d7F4 ^+%'d^^ dx» da:»^ ^d«3 dv^^Ax^ 

isp iSy , iz d^y , ,^ddz d^y d3i ddy . c^'»* ,<y ■ j,d5i 

d-^ = ^d-^+5d-i-dlS+*°dir»*dP + '°d^;d5-« + 5dF4 dx+fe- 

Gtntratm. 

g^^-^j^^s+i^aid*"^» i' 2 dJ<'*d*"'-a * I d* djfm-i djf«* 

Identitas (jam a Leibnitzio obfervata, MfiitlBtroU 1710.) cofefficientium 

terminorum fucceffivorum harum formularum cum cofefficientibus formulae bi- 

nominalis Newtonianae neminem attentum effugiet. Ipfeque differentiationum 

fucceffivarum proceffus identitatem hanc liquido manifeftat. 

Sit 
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Sit P = ^ 



yx- 



— 1 



^ = x-x^ _ „^-» 



da; 



dx 



y*- 



&c. &c. &c. 

Sit -P= (jfJif— aa)« = (A:+a)«,(jc— a)m. 
Sit y = (^+«)"» z = (jc-a)« 



^ « Dl.f«.I.(x+fl)m-^ 
--| = fff.....|f|.2.(jc+a)»n— 3 

--A = f«i..».f«i*3.(jc+a)m— 4 

d^v 

_£. = fff....fM*4.(jc+a)m*5 

• • • ' 

• • • 

d°f/ 

^. == fif....f«i-(«.i)(x+a)m— tt^ 



AZ , ^ - ; -3 

— — - = fif.if»-x.C-V-a)m— « 
djc* ^ "^ 

j--^- = f»....f»-2.(JC-a)»— 3 

d^5? ^ ^ 

v-r^ ss fif.....f»-3.(jc-a)p>— 4 

^r^ = f»»...f»-4.(jc-a)m-^S 

• • •- 

• • • 
«• • • 

---f = fif....fff.(fi.i)(x.a)m^it. 



Hinc ?^ = •* • (J*^— «)"* • (jc+a)a— I 
+ ffi . (jir— a)ni— I , (jf+a)"» 

ddP , . , , 

-_ = fif . iM—i . (x— aj» . (jc+a)m-« 

+ 2 • ff» . f». (jc—.a)'"— I, (jt>fo)m— I 
+ f», ffi_i . (x— a)»n— 2. (jc+a)m 

E3 



d3P 

d^ 
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t 9 n 



+ 3.WJ. flf . f». — I , (x — fl)ni— I. (jr-f-rt)m— a 

+ 3.fw.f«-i . m . (jif — fl)m-a. (x-^-d^^^i 
+ I . fif . fif-i . m — 2 . (jc — fl)^— 3. (jf+fl)»« 

gp = f» * . • . . w— 3 . (J«r— o)« • (:Jf+(i)m-4 

+ 4 . fw . w . >» — I . m — 2 . (x — a)»— I. (jc+a)"*— 3 
+ 6.1». fi/-i . m • fw— I . (x— fl)n»— a. (x+a)»^ 
+ 4.1». w-i . fflr-2 . w . Qx — a)^S - (x+a)«-'i 

+ I . f» ^-="3 • ix—ay^—^ . (Ar+fl>'n 

Ordo regularis, jipcta quem cofe'fficientes fefe fubfequuntur, longe ^pertius 
patet, quam fi quantitas (xx-^aa)^ non fuiffet in faftores fuos foluta. 

Utut regularis fit poftrema feries; eo tamen cafu, quo m eft numerus in- 
teger negatiyus, differentiationes fucceffivas paulo aliter inftituere juvabit. 

Exempli caula : fiti»f= — i; ideoque -P= ^-— = — (— — -4- J 

^ , jc-a.jf+a 2aVjc-a x+a-/ 

= 2(CA;w»)-i_(af+a)-i). 

Hinc dx 2a { + (;f +a)-a i 

ddP^ j^ r+ i.2.(jc-a)-3% 
d^^ 2al— i.2.(;c+a)-3l 

d^^ X f— 1.2.3. (J^-«)^M 
, dx^ ^ 2a\+ 1.2. ^.Ix+ay^ l 

dlP^ £ r+ i..,.4.(jc— a)-5r . 

dof^ 2al— i.,..4.(jc+a)-5y 

dx^ 2fli+ i....5.(x+a)-<^ J 
&c. &c. &c. 

Tironibus identitatem utriusque difFerentiandi proceffiis oftendendam, uti va* 
rias alias abbreviationes evolvendas, relinquo. 

§. 29. 
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§. 29. Quaecunque de imperfeftione calcuU integralis, quod ad exponen- 
tes differentiales^primi gradus attinet, difta funt; tanto magis valent de inte- 
gratione formularum differentialium fecundi, tertii, altiorumqueordinum, qu» 
nonnifi perpaucis cafibus infl:itui poteft; utcunque eam promovere aliaborave- 
rint mathematici, quorum hanc in rem inventa coUefta exhibet celeb. Eule- 
Hus in opere jam laudato Inftitutiomm calcuii integralis. IUuftrationis & exer- 
citii caufa pauca quaedam exempla facillima hic fufffciant. 

Hinc ^ = C+ -L_'x-hi)m+i 
d* tn+i 

Underurfus ^ = C'+Cx + —-2 (x+ay«+i. 

m+i . m+2 

Q^ooiain qusdibet integratb iatroducit aliquam qu^titatem conftantem, 
poft fecundam integrationem duae occurrunt quantitates conftantes C &c C, 
quse plerumque per particularem aliquam qu%nioms conditionem determinantur. 
. Sit 

pl^:^C+-LjCx+a-)n+i 
d*n-i m+r 

p^ = C-+Cx+ 1 (;.+«)«+» 

• ^!1I^ = C"+C'x+lCx^ + 1 (*+fl)m+3 

djf^-3 #w+i...«»+3 

^ =C"'+C"x+kCfx'+-L.Cx^+—J --(*+fl)«M-4 

dj<r«»-4 1.2.3 «1+1...W+4 

$=5^ = Ov+Cw*+ J-0'JC«+ -i- 0*3+ _i_Cj<r'»+ 1 (x+a)m+s 

djfn-5 i.a 1...3 1...4 fM+i^..ii»+5 

• • • • 

• . • • 

^=CN-"'+Oivjc+— CN-vx*+ + 1— C;tft»-3+ £ rx+a)n^ti^z 

dJf 1.2 i,2...ti-3 m+i..,m+n'2 

^ =:CN-»4-CN-niAr4. -i.CN.iVjc«+^ C^yx^+. . . + — Cjen.a+ 1 (jc+a)«+a-i 

djc i.a 1.2.3 i.2...«^a ffi+i...»»+«-i 

z =CN-i+CN-»jc+-LCN-»"A?^+~i- CN-ivjc3+...+ — l — Cx^i+ 1 Cx+a)^+^. 

1.2 i-^-3 i^...n-i m+i...m+n^ ^ 

Caput 
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Caput Tertium. 

Ve theoremctte Taylofiano. 

T§. 30. 
heoremate, quod Taylorianum dicitur, data mutatione quantitatis mutabi- 
lis, determinatur mutatio, quam ejusdem quantitatis mutabilis funftio quaecun- 
que recipit . i 

Theorema hoc tam multiplicis eft in calculo differentiali & integraii ufus , 
ut accurate explicari, & quo par eft rigore, demonftrari mereatur. Taylor 
(Mathematicus Anglus) illud expofuit in opere fuo infcripto : Methodus tncrmen^ 
iorum direSta & inuerfa (Lond. 17 15.); fed ex formula (§. p. Introd.) 

1121 3 

•, mbiX diP , mAx (iw-i^Aa: A*P , m^x (w.i)Aa: (w.2)Ajf A3p 

ss Z' + - . + — — . ■ • ■ + . * ■ • 5" + • • •• 

I £ix I 2 Ajc* I a 3 Aat^ 

confequi tantum indicavit Plerique poft ilium autores fupplendae huic dedu- 
Gioni ideam infiniti adhibuerunt, quam hoc opere penitus eluninare ftudui. 

In Differtatione infcripta : Expofition elemsntaire des principes des calculs fupe^ 
rieurs , theorematis hujus demonftrationem ad notiones claras & mere elemen- 
tares revocare allaboravi. Cum vero, quam pag. 47— 51* propofui, demonftra- 
ftratio (inprimis autem quod attinet ad expreffiones in pag. 51. contentas), 
minus firma mihi videretur, neque mihi omnino fatisfaceret (quod innui pag. 
207.); aliam pag. 208—210. fubjunxi, Academiae Berolinenfis de praedifta Dif- 
fertatione judicio pofteriorem; quam & ill. Kjestnerum {AnfangsgrUnde der 
jlnalyfis des Unendlichen, 2te jlufl. §. 144 feq.) jam tradidifle poftea comperi. Ni- 
titur ea hoc fundamento, quod funftio quaelibet quantitatis mutabilis ferie po- 
tentiarum hujus quantitatis in conftantes quasdam duftarum exprimi poffit , qua 
reduftione admiifa, demonftratio haec miiii plane fatisfacit 

5. 31. Primus Cafus. Sit x" poteftas quaecunque quantitatis mutabilis x, 
quae fiat x+b; ita ut x^ fiat {x+by. Jam vidimus (§. e. Introd.) efle . 

{x+b)n^ ;cn + ^jcn-l6 + JL.!Ll!;cn-:2*^ + ^...^jcn-3A5+^...^;,n-4M+. . . 
I I a 13 14 

Sit 
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Sit P =. *" 

ap 
Erit (§. 28.) ~ = «*»-» 

^f— = «.«-I .Jf»-* 

dx^ 

rJl ss » • • • • ff-3.Jcn-4 
dJC-^ 

4 = II . . /. fi-4.Jcn-5 
&C» &C. 

Hmc (jc+ft)" = •^'^ + - T- + — T~a + — ^ T~r+ T-T+ — "T-r + 

^ / I dAT^i.adjc* i...3dA:3 i-.^djf**^ 1...5 djcs ^ • 

Proinde exiftente P potentia qualibet quantitatis mutabilis jc, valor hujus po- 

teftatis, refpondens mutationi propofiGe b quantitatis mutabilis jc, exprimitur 

per hanc mutationem 6, & per exponentes differentiales ordinum fucceffivorum 

ipfius illius poteftatis & quantitatis mutabilis jc. 

§. 32. Setundus^ Cafus. Funftio propofita P quantitatis mutabilis jc aut fit 
immediate ex poteritiis quantitatis mutabiiis jc compofita^ aut ad easredufta. 

Scilicet fit P^ Ax^ + Bx^ + Cx^ + Dx^+Ext. 

feu fit /^ = Q + ^ + 5 + r + F . . . . . . 

ubi Q, Ry S, r, V ..... . funt potentiae quae- 

libet quantitatis mutatfilis x, cofefficientibus datis affeSae. 

Sintetiam. P\ Q', R\ S\ T, V valores omnium prae- 

diftarum funftipnum , quos recipiunt, quando jc, acceptamutatione ^, fitJc+^. 
Erit ideo P = Q + if + 5 + r + /^+ 

If = iS jL.^1 + d^' . dr d£f 

dx cu "^ "djc ■*■ djc "^ d^ "*■ djc "^ • • • • • 

^== ^dQ . ddA? dd5 ddr dd/^ 

d^* djc^ "^ ^^ "^ d]^ ^*^ a^F "*" d^ "*" 

G d3p 

djc3 
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d3p_ dfQ d3ff d35 d^T , d^r , 
^lf^^ j. d^?.. d'*^ d^T , dW , 

dx^ dJc4 ^ dx^ djf-» + ^ + dl4 + 

d5P^d5QdAffd55 >r d^r 

d*5 d*5 "^ d*5 "^ dJc5 "*■ d:^ dTs 

• • . . . " 

• • • ; 

d«>^ d«Q d"^ ' d^^S d-^r d^r 

dAr» °* dAr"» + djc"» "*" dJT"' "*" dx^ "^ dx^ "^ 

Item P' = Q' + ^' + 5' + T' + /^/ +..... 

Atqui {Cas. /.) 

Q' = Q + i^+^M+JL4!R+J14!Q + JLi!Q + 

I djf 1.2 dAT» 1.2.3 dJf 3 i...4dA:'» i...5dje5, 

je' = je +i^^+~^+-^^ + Jl ^ J:l^ + 

5' ^ 5 + ^dg . ^dd^ _^. fc^ d^.? b'^ d^S bs d^S ^ 
I djf 1.2 djc* 1.2.3 dx3 i...4djf* i...5djf5 

I dx .i.2djif* i.2.3dje3 "^ i...4djc4- i,..5dje* 

F' = r+ i^+tl§^.J^^. M d^^ b^ d^y 
I djc "•'i.pidjc» "*■ 1.2.3 d.v3 i...4d*'> "*" i,..5djc5 



Hinc > = P + Adf +ildd^+ J!_d!^+^dlP^_^d^ 4. . . . . 
I ojc 1.2 djf* 1.2.3 djc^ i..4djf'* 1...5 dAT^ 

Proinde, admifla funftionis cujuslibet qaantitatis mutabilis in poteftates 
quantitatis hujus decompofitione, rigorofe omnino theorema Taylorianum de- 
monftratur. Defiderari tamen poterat, ipfum, reduftione iUa non fuppofita, 
fufficienter ft;abiliri ; quod in Diflertatione infcripta Theorematis Taylorianl demon' 
ftratio (Tubingae 1789.) praeftitit clar. Pfleiderer, poftulando tantum, muta- 
tionem aP funftionis P, quae eft funftio mutationis Ajc variabilis x^ talem efle, 
ut ^xprimi poflit per potentias hujus mutationis, quarum exponentes fequun- 

tur 
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tur progreffionem niuneroniin naturalium. Hujus methodum fuccinfte expo* 
fitam hic fubjungam. 

§. 33. Sit P funftio quaecunque quantitatis niutabiiis x. 

Sint P', i^", /'"S i^'v, jPv. . . . pN^ iw+i, valores, quos funftio illa 
induit,.fi loco jc fubftituantur quantitates 

x^+Ajc, x-^-zLx^ ji;+3Ajc, j(r+4AAr,^ at+sAa; . . . • jf+iiAjif, jc+(f2+i)Ajc. 

Sit etiam P» a=P+ ^Ax + JBAa:^ + CAa?3 + UAa:^ +..... 

Hiflc P" «=P+ a^A^ + a^BAo;* + a3CAa;3 + a^UAa:^ + . . . . . 

P"» «P+ 3^x + s^JSax^ + 33CAx3 + 34Dax4 + 

p»v =p+ 4^x + ^^BAxa + 43CAx3 + 44I>Aar4 + 

P^ c=P+ 5^ + S^Bax:^ + 53CAa:3 + s^Uax^ + . * 

• • • 

• • • 

. PN =P+ n^Aa:+ n2J5Aa:a+ /t3CAx3 4. /i4l3Aa:4 + . .... 
pN+i -p+(«+,)^Ax+(n+i;*BAxa+(/i+i)3CAx3 +(/i+i)4I3ax4 + 

Unde 

AP (^P*-P) =4Aa:+ , BAx» + CAa:3 + DAa:4 +., 

aP*(=P"-P') «^4:+ (25-j)Bax^ + (23-i)CAa:3 + (a4-i)DAx4 +.. 

AP^C^P^-P") =^Ax+ (^a-aa^BAx^ + (33-23)CAx3 + (34-24)13^x4 +.. 

AP»"(=:p»v.p") =3^Ax+ (4a-3*)BAx^ + (43.33)Cax3 + (44.34)^^x4 +,. 

aP^C^^P^-P'"") «^Ax^ (52^2)Bax2 + (53.43)CAx3 + (54-44)Da«4 +.. 



ApN-X(=-pN-pN-t)-^^>,.^.(;j2_(;i.i)a)fiAx5+(/i3-(/,.i)3)CAir3+(/i4-(«^^^^ +^ . , . 

AP\=P^+^-P^)=^X+((/l+i)^-/i2)BAxa+((/»+l)3./»3)CAx3+((/i+i)4.n4)I>Ax4 +. . ., 

In his aequationibus cogfficientes t« -^Ajc differentiae funt primi ordinis nu- 
merorum naturalium ; proinde (§, j./i»frorf.),inter fe aequales, nempe = i; & 
differentiae ulteriorum ordinum evanefcunt. Hinc fit 
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A3P(sAP"AP) =:A"(2»...i)BAar» + .A"(a3 ... i)CAxJ + A"(a* ...l)DA/t4 +... 

A3P'(=aP»-aP') =A"(3a...i»)BAa:a + A"(33 ...i3)CAjr3 + a"(34...i4)I3a«'» +... 

A2P"(=aP"'-aP") =A"(4»...2=)BAa:2 + A"(43...23)CAa;3 + A"(4'»...24)UAar4 +... 

A3P«"(«aP'*-AP"') -a"(5»...3=)BAx* + A"(53...33)CAa:3 + A"(54...34)DAar4 4.... 

• • • 



A»P»-'(=AP**-AP''-i)=A"(i»+i)»..(n-i«)BAa:a+A"(n+i)3..(/i.r)3CAx3+A"(«+i)4..(n.i)4l>Aa:4+... 
A3PN(=APN+i^APN)=A"(»+2)»...«»)Bx5'+A«(»4-a)3..jn3)CAx3 +A!'(«+2)4...n4jIJAx4+... 

In his aequationibus co^fficientes rn-B^x'^ fiint dififereotiae fecdndi ordinis fecun- 
darum poteftatum numerorum rtaturalium; proinde (§. ^r. /»rro(/.) conftantes, nempe 
= 1 . 2; '&diffeirenti:ae alteriorura tordinum evanefcunt. Hinc fit 

A3P(=A8Pi-A»P) = A'"(33...i3)CArf3 +A"'(34...i4)DA«4 +A'"(35 ...i5)£a*5 +... 

A3P'(=AaP"-A.5P>) s= A'"(43...i3)Ci*3 +A"'(44...i4)DA*4 +^'"(45 ...iS^EavS +... 

A3P"(=AaP'"-A3P") s A"'(53...a3)CA*3 +A"'(54.;.a4)DA*4 +^"'(55 ...25)£A*S +,.. 

A3P"'(=A3P'*-A3P"0 = A"'(63...33)CA*3 +a"'(64...34)DAx4 +A-*i»(65 . . .^S^^ArS +... 

• . • • 

^3pK-l(„^jpN_^si)N.i) _A"'(«42)3..«-i)3CA*3+A"'(»+a)4..»-i)4DA*4+A"'(n+2)5..(«-i)5£A«5 + ... 
ASP^^^^ASp^f+I-ASP") = A"'(«+3)3. . . «3)CA*3+A'"(«+3)4. . . «4)DA*4+A'"(«+3)5 . . . «5) £A*-5 + . . . 

In his ^guatiombus co^fricientes t« C^x^ funt differentiae tertii ordinis tertiarum 
pcteftatum numerorum naturalium; proinde (§.?.i»rfroA) conftantes, nempe = 1.2.3, 
6^ differentiee ulteriorum ordinum illorum coSfficientium evanefcunt. Hinc rurfus 

A4P(«=A3P'-A3P) =A"'(44...i)DA*4 +a"'(45 ... l)£A*5 + A'^(4<» . . . i)Fa*6 +... 

A4P'(=A3P"-A3P') =A"(54.,.i)DA*4 +a"(55 .. . i)£A*5 + A"'(56...i)Fa«6 +... 

A4P'i(=AJP"'-A3P") =A''(64...24)DA*4 +A'*(65 ...25)£Ax5 + A'V(66... 26)fA*6 +... 

A4P-'X=A3P''-AJP"'). =A"'(74...34)DA*4 +A'^(75...35)EA*5 + A''(7 6 ...36)^^*6 +... 

• • • ■ 

• • 

• • • 

A4PN(^A3P^+VA3PN) ^^iv^^^^ ^ ^ .uyDAx^+/i'\fi+Ji)5...n5)EAx5 +L\'\fi+^y. • .n(>)FAx(>+... 

In his aequationibus coefficientes t« D^x^ funt dtfFerentiae quarti ordinis potefta- 

tum 
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tum quartarum numerorum naturalium; proinde ( §. j. /«/rorf.) cbnrtantes, 
nempe = i. 2. 3. 4, & differentiae ulteriorum ordinum evanefcunt. 

Hinc fumtis differentiis quinti ordinis funftionis -P cogfficientes rn EAx^ 
fmnt differentiae quinti ordi^iis poteftatum quintarum numerorum naturalium; 
proinde (§. q.Inirod.^ conftantes, nempe = i. 2. . . . 5. & differentiae ulterio- 
rum ordinum evanefcunt. 

Unde procedendo ad differentias fexti, . feptimi, 
funftionis P; cofifficientes terminormn ^Aa ^ , GdiX ^ , 
fpeftive funt differentiae - - fexti, feptimi, 
poteftattim . - . - fextarum,feptimarum,oftavarum .... nu- 
merorum naturalium fiunt refpeftive quantitates conftantes, 

^ ' ^ 1.2... 6, 1.2...7, 1.2...8 . . . . & 

differentiae ulteriorum ordinum evanefcunt. 

Suttitis itaque ratibnibus differentialibus fucceffivis, quae ex praecedentibus 
^equatiomb^s cofifequvintur, fit 



oftavi .... ordinis 
Hi^x^ .... qui re- 
oftavi .... ordinis 



djc 






=s I.2.. 



.6F 



tU'" 



Unde A = 
D = 



1.2. djc» 
I d»^ 



M = 



1.2 


.3 dAT* 


I 


d^/^ 


I.2.. 


.4 djc-* 


\ 


d^/? 


1.2... 


.5 d^5 


I 


d^P 


I.2.. 


.6 djc^ 


- I- 





f = ^ ^ 



i.2...mdjr'n' 



G3 



Pro- 
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Proinde 
P(=P + Atx 4- 5A*> + C^x* + ZJAjc'» + 

AxdP . Ajt^ ddP. A^dKP Ax^ £*/» 

i.aTs d^ iTai.l^ djf'' 1.2..5 djc* 



"+Td, 



£A;<:5 + 
Ajc5 d^/^ 



FAjc** +...) 
Ajc« d*/», 

— ' * V P' • • • 

i.2..6(1a« 



§. 34, Uberrimi hujus propofitionis ufus in fequentibus patebunt. Heic 
unum exemplum mere aigebraicum utilitatis ipfius afferre fufficiet : differen- 
tias omnium ordinum funftionis cujuslibet quantitatis mutabilis per difteren- 
tias poteftatum numerorum naturaliuin determinando. 

AP 



Quoniam P^:=^P+ 



I ax 



I.» djf* 



Erit A/>H 

(=/»N+i./)M)' 



+ 

+ 

+ 

+ 
+ 

«+i 



«3 

1.2.3 






X.2...5 djc' 



1.2... 

»5 



Ax 






1.2 



dJC^ 



i,2.3 dx^ 

^ (g+i)^-n* ^^4dfP 

1.2, ,,4 A,x\ 

+ C!y:l)!:^'Ax5d!f 

1.2... 5 djc* 



+ 

+ 



et pN+i=/>+ »+^ Ajc 5I- 
I djc 

.. («+i)-^^addP. 
X.2 djf* 

+ (^'AJc3d!^ 
1.2,3 dx^ 

1.2...4 dx^ 

• +(^'A.5d!^ 

1.2...S djc* 



+ 
+ 



I Ax 

^ fo+2)H^l)^ ^^,dd/> 
1.2 dAT* 

^ (n+2)3-(>i+i)3^ ^,d3i^ 
1.2.3' dJt^ 

^ (f»+2y-(^+iy ^^4d4/^ 

1.2... 4 d.?c^ 

i.2..*5 d»^ 

+-----'-- 
+ ------- 



Hinc 
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Hinc A«/>H(=ApN+i.^/>N -= 

I - djf 

+ ("+2y-2(«+0'+»' Ay8ddP 
1.2 djf* 

, (Il+2y-2(f?+l)»+«3 ^^^d3^ 

1.2.3 djf' 

^ («r+2)*- a(«+i y+« \^.d*£ 
1.2. ..4 dx* 

\^ (« +2)^- 2(g+i)5+»^ ^ ^ ^ d ^ /> 

1.2... 5 djf» 
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+ 
+ 



AS/^N+i 



_ »+ 3 -2(«+2) + «+!,.. di' 
AOf vp. - 

I djf 

+ (^+3)'-2(«+2)*+(>?+i)« ^ ^add/> 
1.2 djf* 

^ («+3)3-2(«+2)3+(w+iy ^^^d«P 

1.2.3 ■ d»» 

+, ("+3)*- 2(«+2)S-C«+l)^^ y^d*P 
1.2. ..4 - dx* 

^ («+3 )5.2(«+2)^+ («+ j )5^ ^drP 

1.2... 5 djf* 

+ -. -. - -. - 



= («+3)-3(''+2)+3(»+i)-» ^^ dP 



dx 

4. (>'+3y-3(«+2)'+3( «+i>'-«'^.^,ddP 
i-a djc* 

_j_ («+3y-3("+2)^+3(«+0*-«^ A y.d3 P 
1.2.3 dx^ 

+ ("+3)*-3(«+2)*+3(«+iy-«* ^^4d^P 
1.2... 4 djp* 

^ («+3)^ 3(«+2) ^ +3(«+i )^- «' A y s d ^ /> 
1.2..5 djc* 



+ 
+ 



^ «+4-3(«+3)+3(«+2)-(«+i) ^y dP 
I djf 

4. («+4y-3(«+3y+3(«+^)'-(«+i)' A^«tid/' 

1.2 djf* 

4. («+4y- 3("+3)+3(«+2)'-(«+i)^ ^ ^»d3 P 
1.1.2 djf^ 

+ («+4)*- 3C«+3)^+3(»+2)*- («+i V ^ ^ .d^JJ 

1.2... 4 , d^;* 

', , I' 



1.2. ..4 



dx^ 



Hinc 
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^ «+4-4(«+3)+6CB + 2)-4r«+i)+« ^,dP 

I dx 

1,2 d*-* 

^ C«+4)'-4C«+3)H6(»+2)'-4(n+i)»+«» ^^3d»P 

1.2.3 d*' 

4. (>»+4)*-4("+3)*+6C«+2)*-4C«+i)*+"* A.4d''^ 
1.2... 4 djf* 

+ («+4)*-4(»+3)^+6C«+2)^-4(ff+i)«+n* ^^,d*P 

1.2...5 cG^ 



+ 
+ 



Generatim 
/i«i^« -f--^(«+-i)+^'^H--2)-f . y'(«+-3)....±T(-bO+ ^ 

^ Ax ^j^ 

(«+«)*.^(«4-m-i)'+'!! .!!!:I(«+ff,-2)«-^ .. '!L2(«+«H3)». . .±^C«+i)»qF«> , . _ 

X. 2 



+ T^ d*» 



(«+w)3-!^(«+iii.i)3+!!^.'!!:IC«+m-2)3-^..!^(«+«-3y... + 7(«+i)'+»' ,,- 
(«+w)«-!!i(«+m-i)*+^.'!!:!(«+»i-2)«-?..!!!:^(»+«-3)^ . . ± ^C«+i)*+«* 

4. Li i — 1 1 Ax*^-r 

^ ' 1.2 ... 4 d*'* 



(«+m)^- ™C«+»'-0'+ ". — ^«+»'-2)'--. .— («+'«-3)5.. -^ t («+0='+«' ^. „ 
+ . ^ L_J !__3 : 1 A^.d^ 

J.M m m ^ ^ m m m * • ■• 

^. •«-«-- - - • 

Nomi- 
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Nominatim igitur 

m -^(«-i) +!? .*!!:!(«i-a)-^...t!I2(«.-3) .... ±!!?i 

AmP= i- l l^ ' l T1_J l^^^dP 

I d* 

«,>-!!!(«.i)»+!!!.*!!:i(m.a)«-!?...^«..3)»....±!:ii» ^^„ 

w3^^(«,-i)3+!!!.!!!:!(«.a)3-'!L..,*?!:?(w.3)3....±!?i8 

1.3.3 . a* 

«,4_^(«,-i)4+2.'!y(«,.a)*-^...^(«.j)4....±^,4 ^^^ 

1,8.3.4 • • dJf4 

,;,5_«(«.,)5+2.!!!:.W)5-».^,..!!!:*(^.3)5,...±!!!i5 ^^^ 

• ' ' * 1 2 , X-Ax^^-F- 

1.3. ... 5 - d*' 



+ 




W ^ 


+ 




w «■ 


s 


I 


d^ 


+ 




+ 


Aw. 
I.fl 


>.3 djf» 


+ 


Atn. 

i.a. 




+ 


Am. 

i.a* 


..5 djcs- 


+ 


>4 


-%•■•* 


+ 


M 


>« **, "* 



fit Atqui 
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Atqui (§. q. Jntrod.") dm.f«« = 1.2.3. ... «, & differentwe ulteriorum ordi- 
num evanefcunt. 



( ■ 



ErgO AmiJ=, Am.ff.m ^„ d^P 
1.2. .» f» cU"* 

1.2... (»H-i) cU«»+i 

i.2-.<,(f»+3) djf^^+s 

, A«.W«H-4 . .^dn+4/^ 

1.2. ..(w+4) djcm+4 

+ • M » M 

Itaque-differenti* omniuta"ordinum funftionis 'cujuslibef alicujus quan- 
titatis mucabilis redacuntur ad differenflas poteftatum numerorum natura- 
lium. 



Catvt QuARTxnvr 
De ferie BernouUiana. 

§. 35. 
^*^d7 ^^ '*^^° differentialis data inter quantitates mutabiles x,- y,^. 
Relatio earum integralis exprimi poteft per exponentes differentiales omnium 
ordinum variabiUum * &y, quod fic inveftigatur. 



dZ 
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dx ^ 






V^i.2.3 djf' 1.3...4 dr*'' 

_;,4d^ 

.4 (U^ ' i,2...5 



\i.2...4 cU^ 1.2...5 axSy 



Itaque 

Series hsec notatu admodum digna, & cujus foecundae applicationes in fe- 
quentibus occurrent, BernouUiana dicitur; quod Joh. Bernoulli primus eam 
fub forma hac fimpliciflima tradidit. (Vide i£fius Opera, T. I. p. 125 feqq.) 

Exefnptct. Sit y=^x^. 

$ ^mxm-i 
dx 

^ = m.m^ixm-z 
djc* 

.-4- = m..m' 2JCW-3 
dx3 

d*v 
d-v"* 

d^^y -, - 

-- ^ =s f»....w-4;c™-5 

dx^ 

H 2 Hinc 
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Hinc pofito ^ = *•" 

Z-C I ^"+'(1— --+*"'*""' '"••*""^ I w»...w-3 _ w...w-4 ^ ffl...w- 5 
1.2 1.2.3 i'2..4 1.2. ..5 1.2. ..6 1.2. ..7 

Atqui pofito ^ = *•«" eft Z = C+ ^j*"'^^ (§• ^?-) 



Ergo -i-~ = I — — n , , , 

° Pi+i 1.2, 1.2.3 1.2..4 1.2. ..5 1.2. ..6 1.2... 7 

Obfervatio prima. Cafu hoc facile eft expreflionmn praecedentium identita- 
tem demonftrare; 

^^ m ,w.fw-i m..M^2 . n$...fn-^ f»...fii-4 , 

Etenim i — — -H — ^ 1 ^- z + . . • • 

1.2 i.^s.s 1...4 i-.-S 1...0 

T /'in+i /n+T.7?t , /»+i m-i m+i m-2 , m+i m-^ m+i w-4 
m+A I i-^ I 3 I 41 5 I 6 ^ ^ 

^_i-(i.(i-x)ni+0 = -L-. 
m+l^ ^ 'w+I 

Obferuatio feeunda. Series Bernoulliana varias induere poteft formas, pro- 
uti quantitas x augetur aut minuitur jdiqua quantitate conftanti a : fit enim eo- 
dem omnino modo 

Z=C+(.+»)3, - fct^' ^+t!+f)! ^_C£+?)! «4+fi±f).' f!f - . . . . 

^^ ^ "^^ 1.2 djc^ 1.2.3 djc* I...4 djsr^ i...5dAr4 

Obfervatio tertia. Cum feries Bernoulliana relationem integralem fub forma 
omnium fimpliciflima raro exhibeat (quod ipfo exemplo praecedente — == a;» 
fit fatis manifeftum); ad eam non eft recurrendum, nifi prius tentatis aliis in- 
tegrationem propofitam perficiendi methodis. Seriei hujus collatio cum expref- 
fionibus, quae aliis methodis obtinentur, ad varia ducit theoremata, quibus 
evolvendis non immorabor. 

§. 36. In aequatione difFerentiali j- = y exponens propofitus y poteft 
efle quantitas quaelibet fimplex aut compofita, dummodo exponentes differen- 
tiales omnium ordinum duarum quantitatum variabilium t/ & x exhiberi pof- 
fint. Hoc monere eo magis e re efle cenfui, quod mathematici etiam in cal- 
culis fuperioribus verfatiflimi non vldentur illud fatis agttovifle; uti ex dubiis 

patet, 
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patet, qu3e fagaciflimus Holland amico fuo clarifs. Lambert (^BriffweehfeJ 
I. Band pag. 105.) propofuit his verbis: ,,/rA hahe bejbnders durch die BernouHifcke 
Reihe finden wollen^ ob fch nicht kUnnte fy^dx aus fydx^ oder welches ich befonders 
wiin/chtej fxydx ausfydxfinden lajjen. M&in Bemiihen war fruchtlos , wie es noch alte 
tneine Unterfuchungen in diefem Punct gewefen fnd. Wenn diefe Vergleichung allgemein^ 
wOglich iji ( woran ich noch zweifle ); fo fehe ich die Entdeckung derfelben fUr eine der 
wichtigften an , die man zur Erweiterung der JntegraU Rechnung machen kann. „ (a) 

Sit ideo conformiter voto ceieb. Holland j- = fy; &fitP= xy. 
dP , dy 

ddP ^ -^ . ^ddy 
d^ dx d*» 

diP^-i^ + x^ 
d*3 "^djc» ^ dx^ 

dfP ^ -d4y dfv 

djcs ^dx" "^ . djcs 

d^P^^df^ .^d^r . 

dx° dxs djc" 



H 3 Hinc 



(a) Hoc eft: „(^u<erebam inprimis , anneopeferiuBernouUiarueexf.yAxUceretfymAx 
aut (^quod pracipue optabam) f.xjydx eruere. Conatus meifuerunt irriti, uti 
haSenus omnes meoe hanc in rem inveftigationes. Quod Ji hoec comparatio 
generatim pojfibilis fit (de quo adhuc duhito) ; inventio ejus mihi una ex po- 
tijjimis ejfe videtur , quibus calculus integralis perjici pojfit. 
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Hinc 2=^0+ xxy 






1.2.3 ^-^ <1**J 



+ rxi^^di+^d^J 

I.2..6 [cU-*^ dArSj 



^ 1.2..7 Ld*5 djf<»J 



+ 



1.2 1.2.3 djf i.2..4djf* i.a..5djf3 i.2..6djc'» i.2..7d** 

Sit i^^ym 

dx ^ dA; 

^' ^ [dx] ^ Ld*J dx^ 4«,.».iym.a%. d3^ dA;* 

djf dAT^ 



^^ \^] ^^ \_dx] dx^ r.Sdv^^d^u^ 

^ \dii] djc3 



„ ,ddy d'tf 
+ dy d^y +'"-r-«d^ 



Quibus 
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Quibus fubftitutionibus faftis obtinetur valor exponentis integralis per ex- 
ponentes differentiales omnium ordinum quantitatum y & x, 

Sit iterum -^ = vij. 
dx 

Sit P^vy 

dx dx ^^dx 

dx* ^^^"♦■^dxdx ^djt* 

d3/' df^ duddy , ddwdv , d^v 
dx^ dJc^'^3jijfdj<r»'^ ^33^ d* '^ ^d^ 

drP_ d^ dv^dhf ,ddt;ddv . 4!!! ^ . '^^ 
dx* -"dx* "^^dx dx^ "^ djc* dj«r» "•" "^djcs djc + ^-^dx* 

dJC* ~ dx^^^^dxdJP^^^^^dx^ djfS ■'"^ d;c3 ax^^^^dx* djc^^^^djc* 



Hinc Z=C+vxy 

jc» fdy ^ dt;"| 

+ _^ [v^+2^" ^l- + V^l 

^ 1.2.3 [dJc^^^did^ ^^djc'J 

— *' [v^'y 4.^^^+ ^^^+u^'"'] 
IX^L^J^^^^dJcdjc»^ ^djc djc» ^ ^d^J 

. *' r„dV./"d3y .ddyddy d3t;dy .^d^yl 
+ i-:^5Ld^+^did3^+ ^d:^djr»+ 4^:^di +^dl4j 

_ ^<^ Ld'v dv dy ddt; d3.y ^d^t; ddy d->t; dy dSpl 
I.3...6L d*5+^djcdx4^' d.c« d^ + '°djc3 dP^+S^J? di+^d^J 



§•37. 
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§. 37. Quemadmodum relatio diflerentialis primi ordini* r^ =: y ducit 
ad relationcm integralem, quaZ per x &Ly determinatur : ita etiam relatio dif- 

ferentialis incomplexa - — = y ducit ad relationem integralem inter -. 

& easdem variabiles; ac deinde ad determinationem aliorum exponentium dif- 
ferentialium inferiorum ipfai^um Z &c x. 

Erit (§. 35.) 

djf i.ad* 1.2.3 d*» i'2...4djf' i.3...5d** I.3...6 djc« 

Sit ^= C+ i? 
dx 

Itaque 5^ = y 

ddP _ dy 
djc» djc 

dj«r3 ~ dJf' 

d«£ ^ dfy 
dx* du^ 

d^P^d^ 
dx* dx* 



Hinc Z=C'+Cx+xxy ^ ^+^11^^ ?!L ^ +^ ^-... 

1.2 djf 1.2.3 dx> i.2..4d*3 i.2...5djt* 

*'-,j^ "^^ dtf x^ ddtf . jf5 d'v ** ^^9 j- 
1.2 1.2.3 djf i.2..4djf* <.2...5djr* 1.2...6 djf^ 

^C'+Cx+ ^y— H!. ^+ J£l d^-^ i!| + _5^^d4y __ ^ 
1.2 1.2.3 dJf i.2...4aje* 1.2...5 dJf* i.2...6dJf* 

Sit 
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-^.^- 



Hmc ^=.C+CA;+_y-_— ^+_ 33^ iTa...^ dF + i.2...6d:c4 



;' i.2.3djf ' i.2..,4djf* i.a...5 dJf* I.2...& ' 
C'+Cje+i'. 

dP ^ _£»dy _*^dd^__*^dfy jf^d^__«f_d5y^ 

djc *^ 1.2 d* 1.2.3 djf' i.2...4dJc^ i.2...5d** i.2...6djf5 

djc» ^ 
d3/»_ d^ 
dJir' dx . 

dVP ^ dd^ 
djc* djc» 

• d*/»_ d^ 
d** djc3 



Proinde Z= C"+C'*+iCjc* 

, x3 _ q^ dv , _6^ ddv lOJf^ d^y ^ 15^^^ i^y_ auf» ds.y _^ 
1.2.3^ i.2..4d« i.2...5djc» i.2...6l«3 1.2...7HP i.2...8dJf5 

Hinc porro , fi ^-^ = y 

erit Z=C'"+C"jc+|Cjc»+^^*' 

, x'* 4aS d.y lOA-^ ddy_ 2qjc7 d^ 35*!_d^_56ff2_d5y . _ , 

i.2...4^ 1.2...5 djf 1.2...6 djc» i.2...7djf3'*"i.2...8d** i.2...9djf5 

AmZ 

Generatm fit —, — = «• 
djc'" ^ 

Fiet Z==0*-^ + CM-«x+ JLcM-ii«*« + _I_CM-«»Jc' + ^ — C"jc"«-«H ^ — Cjt«-i 

^ l.a 1.2.3 I.2...WI-2 I.2...f»-1 

, Jf" _ f».jcro+i dy . I 2 ddtf I 3 d^y , 

i.2...m 1. 2...f«+i djf I.2...W+» djf* i.2...»»+3 dJf^ 

, I 4 cl^y ^ 1 5 ^ + 

i.2...»«+4 HP "^ i.2...»»+5 djf* 

1 Obfer. 
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Obfervatio. Ex his formulis plurima curiofa faltem theoremata deduci poflent; 
conferendo eas cum formulis, quae cum ipfis identicae efle debent, & quae aut 
integratione immediata, aut methodis a priore diverfis obtinentur. Et hic re- 
petendum eft (a fortiori) monitum, ut ad feries BernouUianas non prius recur- 
ratur, quam alia fubfidia fuerint exhaufta. 

Exemplum. 

Sit X-T ^x^. 
dx^ 

^ = C+ -l^^+i 
djc«»-i «+i 

^"^ == C'+Cx+ ^ ' xn+z 
dx'^^ n+i . n+2 

^ = C''+Cx+ J^Cx^+ l ;cnf3 

dJf«-3 1.2 «+I.,.«+3 



Z = C^-i+-CM-"jt+.^0-injc5+...+ 1 Cx^'l+ 1 Jcn+n^. 

1.2 I.2..W-I n+I...«+Wl 



Caput Quintum. 
De Tangentibus. 

§•38- 
Definitlo. Xit arcus curvae, isque totus aut concavus aut convexus verfus 
diametrum, ad quam refertur; per punftum aliquod hujus arcus ducatur linea 
refta, quae ipfi ita occurrat, ut ad atramque punfti hujus partem extra cur- 
vam jaceat. H2ec refta dicitur tmgens curvae, & punftum, ubi curvae occurrit, 
dicitur punSfum contaShis. 

Per punftum conta6bis ducatur refta diametro ordinatim applicata. Si 
tangens occurrat diametro, ad quam curva refertur: pars diametri ordinatam 
inter a punfto contaftus du6lam & punftum, ubi tangens occurrit diametro, 
comprehenfa, dicitiurytt6/(mg/^«x. 

Sci- 
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Scilicet curva ^MM' referatur ad diametrum jfP per reftas ipfi ordinatim Fig, u. 
applicatas JUP, M'p'. Per punftum M arcus MM\ qui ex utraque punfti M 
parte ad diametrum fit concavus aut convexus, ducatur refta MT^ quae curvse 
in punfto Mita occurrat, ut ad utramque punfti M partem extra curvam ca- 
dat: haec refta MT dicitur tangens curvae, & punftum Jlf dicitur punftum 
contaftus. Sit MP diametro ordinatim applicata, & tangens occurrat diametro 
in T: linea PT dicitur fiibtangens. 

Qusecunque dicentur de arcubus verfiis diametrum concavis, facile (mu- 
tatis mutandis) ad arcus verfus diametrum convexos applicantur: quare (bre- 
vitatis caufa) de prioribus tantum dicere fufFiciat. 

Obferuaiio. Ex punfto M ad aliud quodpiam punftum M' arcus AMM' du- 
catur chorda MMl ^ quae produfta diametro occurrat in S. Per punftum M' du- 
cantur refta M'P diametro ordinatim applicata; & refta ^'Q diametro paral- 
lela, quae ipfi MP occurrat in Q- Linea PS dicitur fubfecans. 

Fit femper MP : PS = MQi : JK'Q; hoc efl:: ratio mutationum fimultanea- 
rum ordinatse & abfciflae diametri aequatur rationi ordinatae ad fubfecantem. 
Prior itaque ratio major efl: aut minor ratione ordinatae ad fubtangentem', pro- 
uti fubfecans minor efl: aut major fubtangente : nempe in cafu figurae , ubi ar- 
cus MM' concavus efl: verfus diametrum, prouti punftum ilf ' fitum eft inter 
punfta M&c S, aut fecus. Quoniam vero punfto M* propius propiusque ad pun- 
ftum -Sf accedente (ita ut mutationes fimultaneae ordinatae & abfciffae diametri 
continue fiant minores), punftum S continue accedit ad punftum T; ita ut fub- 
fecans contiuue minus ditferat a fubtangente: proclive eft fufpicari, rationem 
wdinatae ad fubtangentem pofle ex ratione differentiali (fi qua fuerit) ordinatae 
ad fubfecantem deduci; quod theoremate fequente ftabilitur. . 

§. 39. Theorema. Ex punftp aliquo cujusUbet arcus, qui totus fit verfus 
diametrum, ad quam refertur, concavus (aut convexus), ducatur refta, quae 
arcum tangat & diametro occurrat. Dico: rationem mutationum fimultanea- 
rum re6te diametro ab eodem punfto ordinatim applicatae & abfciflae diametri 
fieri pofle minorem quacunque ratione data,"quae major fit ratione data ordi- 

1 2 natae 



Digitized by 



Google 



68 

natae ad fubtangentem; majorem vero quacunque ratione data, quae minor fit 

praedifta ratione. 

Sit JlfP diametro AP ordinatim applicata; & tangens MT, quae diametro 

occurrat in T Detur ratio MP : PS "^?^.^^ ratione MP : PT; idcoque fit PS 

mmor ^ 

^^^^^ ipfa PT Dico: rationem mutationum fimultanearum ordinatae MP & 

major '^ minnrpm 

ablciflae diametri jIP pofTe fieri "^*^^^^"^ ratione propofita MP : PS. 
^. majorem ^ ^ 

Arcus propofiti fumatur punftum quodcunque i» , priore quidem cafu fitum 

ad easdem ordinatae MP partes, ad quas eft punftum T; pofteriore ad partes 

oppofitas, Jungatur refta Mm\ quae, cum arcus (hyp.) fit verfus diametrum 

concavus, tota intra eum cadet Per punftum m ducantur reftae ntp ordinatim 

diametro applicata ; atque mq diametro parallela , quae ordinatae MP ipfi vel pro- 

duftae in punfto q occurrat. 

F5g, XI. Erit ratio Mq : «, vel { "^^^ PXriori^cafu } l^'" ^^ '^^° ^^ = ^^' 

& tunc eifeftum erit, quod proponitur. 

Vel' ratio Mq : tnq erit rationi datae MP : PS aequalis , aut ipfa 

X ma>or priore cafu 7 
(minor cafu pofteriorej" 

Si prius : ob Mq : mq = MP : PS refta produfta Mm incidet in punftum S. 

- Si pofterius: refta Mm produfta diametrum in punfto / ita fecabit, ut 

ao.&30.punftum 5 cadat inter punfta / & T, ob MP : Ps(^=Mq: mq^^ MP: PS; 

proinde Ps ^ PS. Tum i^tur refta SM^ utpote intra angulum TMs, eique 

ad verticem oppofitum tMm fita, arcum Mm verfus diametmm (hyp.) fonca- 

vum in punfto aliquo M' citra vel ultra M fito ita fecabit, ut fegmentum 

ipfius MM* intra arcum jaceat. Per M' agantur refta M'P diametro ordinatim 

applicata, atque ^'Q diametro parallela, quae ordinatae MP ipfi vel produftae 

in punfto Q occurrat. Porro fumatur punftum quodcunque arcus Mm quidem, 

fi produfta Mm in punftum S incidit; arcus ^ixtem MM", fi fecus: & per lioc 

punftum N agatur diametro parallela NR, quae ordinatae MP in punfto H, 

chordae vero Mm vel MM* in punfto iV' occurrat. 

Erit fenaper MR : NR = MP: PS. 

Atqui 
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Atqui NR>N'F, fi punfta w, M\ N ad easdem ordinatae IUP partes ja- 
cent, ad quas eft punftum T; tum ergo MR : NR<MR : N'R<MP : PS. 

Et NR<N'Rj fi punfta w, M\ N, atque punftum T jacent ad partes 
ordinatse MP oppofitas; tum itaque MR:NR>MR: N'R>MP: PS. 

Sed ratio MR : NR efl: ratio mutationum fimultanearum ordinatae MP 6f 
abfciflae diametri j^P^ Ergo ratio harum mutationum fimultanearum potefl: 
reddi JJJ^^qJ q^^cunque ratione propofita, quae jJJ?^^J fuerit ratione ordinatae 
ad fubtangentem. ^ 

§. 40. Corollaria. 1°. Ratio ordinat» ad fubtangentem efl: limes ratio- 

nis mutationum fimultauearum reftae a punfto contaftus ad diametrum ordi- 

natim applicatse, & lineae ex diametro abfciflae; feu prior ratio efl: ratio diffe- 

rentialis harum linearum. 

ScUicet fit MP^y; ^P^x; ^^ ^ ^; feu PT^y^, 

rl ax ^Ay 

Ex conftruftione liquet: fubtangentem efle lunitem (fi quis detur) fubfe- 
cantis; quod etiam evinci poteft, ut fequitur. 
Sit MP^y; M'P'=y; PP'=^Ax. 

Priorecafueft M'P^y-Ax.^+^J^.P^^ ^-^ .^{-+^ d^- . 

dA; 1.2 dx- 1.2.3 djc3 i.a...4 dx^ r« * * * 

Altero caf» il.>W,+^. f^^ M^ tl.p^^-^.^^+ ^^. '''! 

^ d;f 1.2 dx* 1.2.3 dA^ 1.2...4 dx^ 

Hinc JlfQ= A;c.^+^^.^ + ^.diy+^^.dl^ 

^ dx^i.2 dx^ 1.2.3 dx^ 1.2...^ aP^ ^ 

p e — «w . ^ 

Ax i.2'd^2 1.2.3- dP ' i.2...4'd^4 + 

Si quis fit limes pofteriorioris membri, erit etiam aliquis limes prioris. 

Sed (§. 16.) limes pofterioris membri (fiquisfit) eft ^dy =yj5. Ergo: limes 

Ax dAT "^ 

prioris membri, nempe PT, eft y-r-* 

2°. Ratio aequalitatis eft etiam limes rationis tangentis ad fecantem; qua- 
tenus utraque refta hmc punfto contaftus , inde punftis, ubi diametro occur- 
runt, terminatur. Etproinde tangens eft limes fecantis.» 

I 3 30, U* 
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3°. Limes rationis fecantis ad fubfecantem gequalis eft rationi tangentis 
ad fubtangentem. 

§.41, Hinc quoque determinantur tam angulus, fub quo tangens 00 

currit (fi fieri pofTit) diametro, quam angulus, quem tangens facit cum refta, 

qu3e a punfto contaftus ordinatim diametro applicatur. 

Nempe fi angulus P fuerit reftus: erit tang.Jl77^= ^ = ^ . 

Pr ax 

& cot. MTP^ tang. PMT^ ^ = ?^ 

MP ay 

' Si vero angulus jIPM non fuerit reftus ; erit 

cot. MTP = ^jzokc. APM r- cot. APM = — cofec. P — cot. P; 

MP dy 

& cot. 180^— MTP = cot APM^ ^ cofec. APM 

cot PMT = ^cokc. APM^ cot APM= ^cofec. P— cot P; 
-PJ- dx 

& cot 180^ — /?«fr= cot.APM-^^co[ec.APM. (fl) 

dx 

§. 42. Tranfeo ad exempla, quibus ufus praecedentium formularum fiat 
femiliaris. 

Sit aequatio propofita y»+n a=g!t)An (quee eft aequatio parabolarum, m&cn 
exiftentibus numeris pofitivis). 

Erit (wt+»^+n-i^ = fui^x^^ 
ax 

dy ^ ji_ a^x^-^ ^ n y^JL (l^-^n^. JL C^Y^ 
Jx m+n 'ym+n-i tn+n ' x m+n ^xy m+n \y J 

^ _ w+» X ^^+^ /^ JL^iii^, ?+" (V\ ^JT 

dy n ' y n \aJ n \aJ 

^d^ " ^^" — "^- cot 

(a) Formulae hx floQnt ex hoc theoretnate noto trigonometriae planae. 
Sint A, Bf C . . . latera triangoli reftilinei, 

a, bf c . « . angoli his lateribos refpeftive oppofiti. 
Datis lateribos A & B, 6c angulo c, qnem continent; reliqni angQU a, b^ imme-. 

diate determinantnr , ut fequitur : cot a = — cofec. c — cot c 

A 
cot,6 ^ -^cofec.c — cotc. 
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m 

cot. MTP = ^ (l^^+n cokc.JPJU — cot. ^PM; 

cot. 1 8o^ — MTP = cdt. APM^ "^l.Jl^ cofec. APM 

« a m+n 

m 

cot. PMT = — f 1^^" cofec. JPM — cot yf/W; 

m 

cot. 1 80° - ^MT := cot. ^/?/If — J^(^_?.^^" cofec. ^m 

Sit Ar=o; erit/^=^^^ . o: proinde altero punfto T, quod duftum 
tangentis determinet, deficiente; ejus pofitio foret indeterminata , nlfi in 
promtu effet angulus, fub quo tangens diametro ad verticem occurrit. Quo- 

m 

niam autem x = o; ^f\^^ = o ; proinde cot. 180° — JITTP = cot. APM; ' & 

i^o'' ^MTP=APM. Ideo refta, quae parabolas in vertiee diametri tangit» 
parallela efl: reftis, qu« huic diametro ordinatim applicantur. 

Etenim fi fieri poffet, ut refta, quae ex vertice di^metri alicujus para- 
bolae ducitur parallela reftis huic diametro ordinatim applicatis, occurreret 
iterum parabolae; fit y pars iftius reftae intra parabolam comprehenfa. Effet 
jfn+nss flwon; & proinde y = o, contra hyp. 

m 

Crefcente x, quantitas ^~)"^ continue decrefcit, nunquamvero fit = o. 
Hinc eft femper cot 180^ — PMT< cot. APM. Proinde angulo APM exiftente 
refto aut acuto, eft femper iSo^ ^ PMT> APM; & PMT + j4PM< i^o^^ 
Sit autem JPM obtnfaSy cujus fupplementum fit MPj^\ 

m 

Erit cot.PMT = -!L (^l)^ cofec. jIPM + cot. MP^' ; Kg. i^. 

hinc eft femper cot PMT> cot. MPjI'; PMT< MPA < igo^ ~ MPT; 
unde iterum PMT+ MPT< 180°. 

Tangentes ideo cujusvis parabolae nunquamfiunt diametrp parallelae; fed 
ad parallelismum accedunt eo magis , quo remotiora a vertice funt punfta cur- 
vae, ad quae ducuntun 

Exem' 
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Exemplum 2. Sit ymjc" = 0"*+« ^ quae eft aequatio hypcrbolarum ad afym- 
ptotos relatarum , exiftentibus m &in numeris pofitivis. 

Eft ideo my^^x^'^ + ny^x^-i = o; 



dx 

nix-f + ntf =0; 

dx 



dx m X m \xy m^a^^ 

tn+n m 

dx _ _W JC _ w /^xN-sr _ _^ ^/^^"Nn" 

dy "" w y » Vfl>' n\yJ 

^dy n n 

Scilicet ratio fubtangentis ad abfciflam diametri eft etiam ratio data; fed fub- 

tangens & abfcifla diametri ad partes ordinatae MP oppofitas jacent. • 

Fig. 13. cotMTP = •jg^cofec.MPr— cot.MPr s — ^^ cofec.ilf P^ + cot.MP^ 

mU-n 

'=li\:^) corec.MPA+cotMPA 

m+n 

cot.PMr=^|cofec.MPr-cot.MPr«;^(i) "" cofec.MP^ + cotMPA 

Sit MP/i reftus aut acutus: cot JUTP femper major eft quam cot. MP^; 
fed ;ad eam eo propius accedit, quo minor *• Sit autem MP^ obtufus; 

m+n 

cotMTP =JlC-^ " cofecMPr— cotMPr 
n \ay 

' m+n 

«otigoo— MrP = cotMPr-^(|^) ° cofecMPr. 
Ideo cot. 180° ^MTP femper minor cot. MPT; fed ab ea differt eo minus, quo 
minor ;c. ScUicet tangens MT nunquam fit parallela ordinatis MP, fed ad 
parallelismum accedit eo magis, quo minor abfCiffa JP- 

Sit MPjf reftus aut acutus : cotPMT femper major quam cot. MP^i; ab 
ea differt eo magis, quo major *. Sit ilfP/f obtufus: 

cot 1800 — PMr s cotMPr— -^(9) " co^ec. P- 

Proinde cot. i8o«»-PJIfrfemper minor cotMPT (}xnde aJPT+PMT<iSo^'); 

fed 
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fed ab ea differt eo minus, quo major eft x feu jIP. Scilicet tangens MT 
nunquam fit parallela afymptoto AP; fed ad parallelismum accedit eo magis, 
quo major AP. 

Exmptum 3. Sit y« = — (at™— ««"), quae eft etiam aequatio hyperbola-- 
rum ad diametros relatarum. 

Erit fw«/'"^i^ = m—x^-x 
^ dx a^ 



Ax 


= 




Jcm-I 




&x 


= 




j^m-i 








PT 


^m a»»» 

^fin^l 
Arw-flm 


£im 




xmr-i 


jpm-i 






V» w^ 


a^ ra^ 


vmr-i 



Subtangens igitur Pr femper eft minor quam. ablbiffa diametri. Quoniam- 
autem ex natura curvae ^ > o; quo major x , eo minor ^ , & a fortiori eo 

X 

mmor f — J 

Proinde at poteft fieri adeo magna, utexceffus, quo abfciffa diametri fub- 
tangentem fuperat, minor fiat quacunque quantitate propbfita. 






m-i 
m 



cofec. P — cot P. 



Hiuc eft femper cotjifrp + cot P > ^£ofec.P. 



Sit 
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Sit 



J» S3 90O} «ot MTP > ^ 



h h 

txng.MTP < — : fed - cft limes tangcntis crcfcentis angnli MTP. 
a u 



Et in gci^^re: &a.MTP + P>^^nMTP 
Sed fin. PMT : fin. MPT =^TP:MP; ergo eft fripp^r TP>MP. ^. 

Sit X = a; a—PT = a; pr= o; unde altiero punfto T, quod diiiftum 
tangentis determinat, deficiente, ejus pofitio foret indeterminata, nifi in promtu 
effet angulus, fub quo tangens diametro ad verticem occurrit Fit autem 
cotMrP = — cot.P; cot iso^ — MrP = cot.P; i8o° — MrP=P; & pro- 
inde tangens ad verticem eft parallela reftis diametro ordinatim applicatis. 

Exentplum 4. Sit y" = — (a"» — at»), qu» eft aequatio ellipfium. 

dv b^ 

^ dx am 

dy ^ fttii/^x"\»-I 

dx '^^^^y 

dx ^^^^/"vy^^ 

dy "" ^\xy 

* / 

y^ = PT=— -7=: 4zi = — — ;ZT- Signum — mdicat fub- 

tangcntem & abfciffas fitas effe ad partes diverfas lineae dianietro ordinatim 
applicatae. 

cot 180^ — T s= cot p + ^^^— 1^ "» cofec. P 

Qh-I 

cotiSo^— Jir = cot P + ^f — ^^— i')'«"cofec.P, 

Sitaf = a; pr = o; unde duftus tangentis foret indefrerminatus. Sed 
propter _ — i = o, fit cot igo® — r= cot P, feU T + P= 180°. Unde ad 
verticem diametri tangens eft reftis diametro ordinatim applicatis parallela. 

Quem- 
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t%tn 

Quemadmodum y^ = — («« — x») 

efl: etiam x^ = -T—Cb^ — y'"). 
Unde fafto Ar=: a, feu y= 6, pariter eft tangens priori diametro paralleh^ 

Ex praecedentibus facile folvuntur (fi fieri poffit) problemata fequentia, 

§. 43. P/'oblema. Ducere lineam reiEbe pofitione datae parallelam, quae 
(fi fieri pofTit) curvam datam contingat 

Solutio. Ducatur refta quaevis, ad juam tanquam diametiiim curva refe- 

ratur per reftas huic diametro ordinatim appUcatas, ]kta ex natura data cur- 

V3e determinetur ejus aequatio refpeftu illius diametri, & inde determinetur ratio 

differentialis ^ vel J^, Tum in aequatione cot.iSo*^— r«=cot,P---^ cofec. P 
dy dx * dy 

datur angulus T, & eliminari poteft ^^; hinc determinatio quantitatum jc & y 

femper reducitur ad fohitionem aequationis alicujus datae; proinde problema 
tanquam folutum haberi poteft (quantum permittit imperfe6la aequationum 
theoria). 

Exmplum i, Sit parabola, cujus aequ?itld y^-^^ ^ oi^x!^ ^ ad axem relata 
reftis huic perpendiculariter . ordinatim applicatis. Et ducenda fit refta, quae 
parabolam hanc langat, & axi occurrat fub ^tiguld dato T. 

Eft igitur cot. ^ == t • 

Sed ex ^quatione parabolae eft ^ ^ n^y_-!^ ==??+?.£. 

dy n a^x^-^ n y 

mttc ^^ ^CQt.T 
y w+n 

feu jc : y = «cot. r : f^ + n 

jc» : yn = nncotnr: (w+»)n A;'«+«:^«+n^>iw+ncot.w+nr:(m+w)m+* 

unde y*n .- a^ -^ «n cot njT : (f^+^)» ttnde ^\(k^ ^ iiw+ncot.n>+nr: (wH-n^n^+^» 

n n^ m+n m+n 

y = ii{^J^Vcot."^r X ^aC^^ °* cot "* T. 

^ \tn+ny \fn+ny 

K 2 Exenf^ 
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Iftn 

Exmptum s. Curva propofita fithyperbola, cujus aequatio y"'^— (A.-"-a«»'); 



unde ^ = 




^m-l 
•;cm-l- 


* 




Fit ideo 


^°t-^= "fcn, 


ym-i 
xm^i 




• 


V G= 


om 

frm 

= ^'""'^ta 


yx^'^ 
nz.Ti 


jcm-flm 
yx^i 



f.;e'«»-i=(x«n— ««') "> tang.7* 



( 



i\;^ 



m ^&N m 



jc"* : X"* — tf"* = tang, 
Quoniam autem x^ > x^^a^ 

debetefle tang."^ir > i^a^^'»-^ 

& proinde tang. T > - , uti^in Ex. 3. §. 42. 

§. 44. Problma. Ab punfto pofitione dato ducere reftam, quae (fi fieri 
poflit) curvam pofitione datam contingat. 

Solutio. Per punftum datum T ducatur refta qugevis, ad quam tanquam 

diametrum curva data referatur per reftas huic ordinatim applicatas.^ Ex data 

curvae sequatione, qiiatenus ad hanc diametrum refertur, determinetur ratio 

differentialis ^ vel ^, quae fubfliituatur in 3equatione fubtangentis PT^y^. 
ax Ay <iy 

Quoniam difl:antia punfti Tab origme abfcyfarum data fupponitur, aequatio inde 

nata afficietur tantum quantitatibus incognitis x &, y, quae cum «quatione 

curvae- combinata ducet ad folutionem problematis propofiti (quousque per 

theoriam aequationum licet). 

Exemplum i. Curva data fit ellipfis, ciijus aequatio y»n=_(am.jfm)j & 

punftum T fitum fit fuper diametro, ad quam curva refertur. 

En: 
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Eft ideo z^ = — — ^^ , quod indicat fubtangentem & abfciflam dia- 

ax a^ y^-i 

metri fitas efle ad diverfas partes ordinatae. 

y^^ PT=^~ .-^ = ^.!ll^ = af^\n^i^x. Diftantia punfti T ab 
^dx b^ x^-i jcm-i \^xj ^ 

origine abfciflarum fit /: fit /— jc^A^f. jm-i_jf- ^^f "Nm-i^fl; x = a7^-^ 

ExemptuM 2. Curva data fit hyperbola, cujus aequatio y" = — Cjcm— .flni); 
& punftum T fitum fit fuper diametro, ad quam curva refertur. 

Eftutfupra, ^=-^-^. 

^ dx a^ jcm-i 

dx cv^ U^^ x^^am .^S . « "^'« 

•^dy b^ Ar>«-i x»^i [^x/ ^ ^-«/^ ^ 

Scholium. Quemadmodum folutio femper poflibilis eft pro ellipfi, fi fuerit 

l>a: ita etiam femper poflibilis eft pro hyperbola, fi fuerit / 5^ 
' p>o. 

§. 45. Cum expreflio fubtangentis / fit y~ : fi fubtangens data fuerit per 

quantitatem conftantem, vel per funftionem quantitatum x &c y; ideo datus 

erit exponens differentialis ^per funftiones earumdem variabilium, & pro*- 

inde determinatio quantitatum x Sty pertinebit ad calculum integralem. 

Exempla. Sit t = Hy; hinc y^ ^ H^y; ^ = -; jc= C+-,' quae eft 
^ n dy n^ dy n n 

aequatio ad lineam reftam. 

quando y=o: tum C=o; jc=1.^. Sit vero a; = 6, quando jf = o: erit C=6, 



fW flfn-i 



cit < - ^° • unde —^ =. «^- J^= -i- ^^^rni*^-^- 

l«n , » om-l-n-l 

K 3 Ob 
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Qb calculi autem integralis imperfeftionem plerumque huic problemati ( quod 
fiiethodus tangentium inuerfa vocatur) aequatione terminis finitis expreffa fatisficri 
nequit. Imo funt cafus nonnulli etiam fimplicifiimi, qui methodis huc usque 
txpofitis traftari non pofle videntur, & de quibus inferius dicemus. Exempii 
caufa fit t = i- : erit -^ — = «/-r; de qua formula, & aliis ipfi analods. 
infra agemus. 

§. 46. Quaecunque fit ofigo curvae alicujus algebraicae, ea femper poteft; 
ad aequationem reduci inter reftas coordinatas refpeftu alicujus diametri. Ex. 
gr. confl:antia fummse diftantiarum cujusvis punfti ellipfeos ab ejus focis pro 
fundamentali ipfius proprietate affumta , ex illa deducitur relatio cbcrdinatarum 
aherutrius axium imo & refpeftu duarum quaru^miibet diametrorum conju- 
gatarum : quod fcilicet quadrata reftarum diametro cuicunque ordinatim appli- 
catarum proportionalia fint reftangulis fub abfciflis ejusdem diametri. Idem 
valet de hyperbola; pariterque de omnibus feftionibus conicis, proprietatis funf 
damentalis loco fumta ratione data dift:antiarum cujusvis punfti ab alterutro 
foco & a direftjrice. Proinde, quae jam praecepta fuerunt de duftu tangen- 
tium, quatenus curvae ad aliquam diametrum referuntur per reftas huic ordi- 
natim applicatas, fufficere poflunt (pro curvis faltem algebraicis). Quoniam 
autem frequenter evenit, ut ^urvarum aifefliones, & norainatim proprietdtes 
*^m ad contaftus pertinentes , modo lucidiori & fimpliciori ex alia quadam 
ipfarum origine aut proprietate deduci poflint, quam fi aequatio inter coordina- 
tas reftilineas inftituatur; e re efle cenfeo, praecipuas curvarum origines per- 
pendere, & methodos tangentes ducendi iis applicare, non adhibita aequatio- 
ne, ^ua curvae ad diametrum aliquam per reftas huic ordinatim applicatas re- 
feruntur. Sed ut hunc fcopum modo fufficiente adimplere valeain: nonnulla 
praemittenda funt lemmata , quae & in fequentibus capitibus fuas habebunt ap- 
plicationes. 

§. 47. Theorema. Ratio aequalitatis limes eft tam rationis decrefcentis ar- 

cus (qui totus verfus chordam concavus fupponitur) ad chordam; quam rationis 

crefcentis arcus ad fummam tangentium per extremaejus duftarum, & concurfu 

fuo mutuo terminatarum. 

Sit 
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Sit jflUZ arcus curvae (totus verfus chordam fuam concavi»s). Dico : cx Fig. 14. 
uno arcus illius extremo J duci poflb chordam /fM talem, ut ratio arcua 
j^LlU ad chordam MI (quae femper major eft ratione aequalitatis) minor fit 
quacunque ratione propofita majoris ad minorem; item, ut duftis ex-^& 4f 
tangentibus, quae fibi mutuo occurrant in iV, ratio arcus jIM ad fummam 
JN + NJU duarum tangentium (quae feinper minor eft ratione aequalitatis) 
major fit quacunque ratione propofita minoris ad majorem. 

Sit ratio propofita majoris ad minorem ea , quam fumma crurum alicujus 
trianguli aequicruri CE + ED habet ad bafim CD; feu ratio miuoris ad majo- 
rem ea, quam habet CD ad CE+ED. Ad punftum ji ducatur tangens BjI, & 
chorda -^Z, quae faciat cum tangente Bj4 angulum B^Z ipfo CED majcMrem. 
Tum (§• 43-) ducatur arcui jIMZ tangens chordae jIZ parallela, quse ipfi B/t 
occurret. Sit ea MN- Dico faftum. 

Etenim fupcr CD, tanquam bafif conftitu^tur triangulum CE^D' ipfi j4NM 
fimife 

In triangulo CE*D angulus CE'D(:= N^ BjiZ) > CED* Ergo punftum E' 
fitura eft intra fegmentum circuli, cujus bafis C/?, & quod capax eft anguli 
CEQ' Proinde CE'+ E'D< CE+ED (quod facile demonftratur). 

Eft ideo CE' + ED : CD < CE + ED : CD 
fed C£' + £'Z> i CD ^ AN + NM : jiM 

ergo ^N + NM : j1M<CE + ED : CD. 

Atqui i^. arcus ALM minor eft fuimna jfN+NM; ergo (a fortiori) 
jiLM : AM <CE+ED : CD 
2^. arcus -^JLjlf major eft chorda jIM; ergo (a fortiori) 
AN+NM : j1LM< CE+ED : CO. 
Proinde (§. i.) ratio aequaUtatis Umes eft rationis decrefcentis cujusvis 
arcus ad fuam chordam; & limes rationis crefcentis ejusdem arcus ad fummam 
tangentium, quae ab extremis arcus ducuntur, & occurfti fuo mutuo termi- 
nantur. 

§. 48. Corollarium i. Nominatim ratio sequalitatis lunes eft rationis de- 

cre- 
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crefcentis arcus circuli ad fuam chordam; & proinde etiam dimidii arcus ad 
dimidam chordam , feu arcus ad fmum reftum, 

Corollarium 2. Rurfus ratio aequalitatis limes eft rationis crefcentis arcus 
circuli ad tangentem ejus trigonometricam. 

Ceterum coroUaria haec [de circulo potuiflent ex propofitionibus Archi- 
MEDis de figuris ordinatis, quae circulo infcribuntur & circumfcribuntur, de- 
duci. 

Corollarium 3. Pofito igitur finu aUcujus arcus x, ipfe arcus funftio eft 
finus hujus formae (quae deinceps accuratius determinabitur) 

s + As^^+Bs^ + Cs^ + Ds^+ ideoque ratio arcus circuli ad finum reftum eft 

i+vf/ +5j* + Cf3-f Di^+...; I & ratio aequalitatis eft limes hujus rationis 
decrefcentis (§. i8-) 

Item fit t tangens trigonometrica alicujus arcus circuli, erit arcus funftio 

tangentis hujus formae t-^At^-^-Bf^ -^-Ct^+Dt^ + Atque ratio arcus cir- 

culi ad tangentem trigonometricam i — At+Bt^ + Ct^ + D/^ + ...,: i. Hujus 
rationis crefcentis limes eft ratio aequalitatis (§. 18.) 

Viciffim, pofitoarcucirculi;s, erit t = z+Az^+Bt^+Ct^^Dt^ + 

t : z ^ i+yfe +Zf/^ + a3 + D/4 + . . . . : I, 

s^ ;s-yfe^+55;3+C«4+ZJjs5+ 

s : z ^ i-^Az +52jHC23+£>3^+. . , . : r. 

Corollarlum 4. Quohiam [fin. yerf.5sr = 2xx, erit fin. verf.a = 

Atzz-\-B'z'^ +Cz^ + D'z^ -^- .... Sed haec fatius eft fequenti modo deducere. 

Ratio chordae ad linum verfum poteft fieri major quacunque ratione data. 

Etenim ratio radii dupli ad chordam aequalis eft rationi chordae ad finum 

verfum: fed prior ratio major reddi poteft quacunque ratione data; ergo & 

pofterior. 

Hinc etiam rationes arcus & finus refti ad finum verfum poflunt reddi 
majores quacunque ratione data. Et ratio aequaUtatis limes eft rationum, quas 
finus reftus, chorda, arcus - - - habent ad fummam aut difFerentiam quanti- 
tatum harum & finus verfi (imo & quantitatum, quae ad finum verfum datas 
habent rationes §. 18.) 

§• 49- 
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§. 49* Generatim per punftum quodlibet M curwe alicujus ducatur tan- Fig.ii. 
gens MTj & refta quaevis MP; per aliud quodcunque punftum Af ' ejusdem 
curvae ducatur refta alicui reftae pofitidne datae parallela, quK ipfis MP, MT 
occurrat in punftis 9 & 9'. Dico: mtionem aequalitatis limitem efle arcus 
MNM' & fegmenti tangentis MQ\ 

Etenim per punftum quodcunque reftae MP ducatur refta ipfi Af '9 pa- 
rallela, cui chorda MM' & tangens mq' occurrant in ^S & r. 

Mm. MNM' : MM' «: i : i (§.47-) 

fed lim.iOf' : MQX^MSiTS^ «= i : i (§.40.) 

ergo lim.MiVM' : MQ' =1:1 (§. 14.) 

.item lim.99' : QmX^PTiPS) =1:1 (§.40.) 

Corotlaria. Sit Q angulus reftus. 
I®. MQ' : MQ = I : coiTMP 

Um.MNM' : MQ' ^ i : i 
ergo lm.MNM' : MQ =^ i : coLTMP (§• 14.) 
Scilicet: ratio difierentialis arcus cujuslibet curvae & reftae axi fub angulo 
refto ordinatim applicatse, aequalis eft rationi radii ad cofmum anguU, fub quo 
tangens curvae ad reftam axi ordiuatim applicatam indJu^atur. 
2^. lim.JMr2VAf' < M9' = i : i' 

^9' » 99' = I : fm.iW 
lim. gg' : AZ'9 =1:1 
. ergQ lim.MNM- : iW'9 = i : fixuM (§.14.) 

SdJicet: ratio ^ifler^ntialis arcus cujudibet curv^e & ^|jfciflae axis aequalis eft 
rationl r^dli ad fmum anguli» quepi ta^g^ £icit ciim refta a>:i ordinatim ap« 
plicata. 

3^ Curva referatur ad aliquod punftum Fper radips veftores MF, m'f. Kg^is. 
Slt arcus MM^i & radio veftx)ri FM perpendicularis MQ , quae tan^enti in 9 'oc- 
currat Centro F, radio FM[, defcribatur ^rcus circuli M^q- Item fit pp' 
arcus, cujus radius FA conftans. 

L lim. 
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Sa 



Um.MJVAf' 

lim.99' 
lim.Jtf 9 
M'q 
ergo \m-MNM' 



MQ = I 
99' = I ; 
JVf '9 = I 
Af'? = I 
PP' = FM 
PP' = FM 



. I • 

fm.Jtf 

I 

I 

FA 
FA^vci.M. 



(§. 40.) 
(§. 48.) 
(§. 14.) 



Hoc eft: ratio differentialis arcu3 curvae & arcus circuli, qui metitur angulum 
duobus radiis veftoribus comprehenfum, aequalis eft rationi radii veftoris ad 
radium praedifti circuli, multiplicatum per fmum anguli, fub quo tangens cur- 
vae ad radium veftorem inclihatur. 

4°. lim.MiVM : MQ' = ^ : i . 

M<^' : MQ = I : cof.M 
lim.M9 : Mq = i : i (§.48.) 
ergo lim.MJVM* '. Mq = 1 : cof.M. 
Hoc eft: ratio differentialis arcus alicujus curvae & radii veftoris «qualis eft 
rationi radii ad cofmum anguli, quem tangens curvae cum radio veftore com- 
prehendit. 

5". lim.M? : MQ ^ i : i (§-48.) 

lim.M9 : m!q = 1 : tang.M 
lim.M'9:M'? =1:1 (§.48.) 

lim.M'? : PP' = FM : FA 
ergo lim.M? ^ PP' = FM : F^tang.M (§. 14.) 
Hoc eft: ratip differentialis radii veftoris & arcus circuli, quimetitur angu- 
liim duobus radiis veftoribus comprehenfum , aequalis eftrationi radii veftoris' 
ad radium hujus circuli multiplicatum per tangentem anguli, quem tangens 
curvae cum radio veftore comprehendit. 

Tranfeo ad applicationes. 
§ 50. I®. Curva referatur ad plures re6tas pofitione datas per aliquam 
relationem datam inter perpendiculares, in reftas pofitione datas ex quolibet 

curvae punfto demiffas. 

Reft» 
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Reftae perpendlculares in reftas pofitione 
datas deminae, dicantur MP, Mp, iHP", MF, MP".... 

^ leu y, y, y, y> y •••. 

Arcus curvje dicatur «. ^y dy' d/ d/ dy*^ 

Ex relatione data dabitur etiam re- 7— > t — > tt"' TT^ ' TT • • • • 

latioexponentium^iifferentialiuni ^ ^ a« a« , CU; 

proinde etiam d^bitur rela- • 

'i:vy inter quantitates co^.TMP, zoi.TMP, colTMP\ colTMF^, co[.TMP:,. 

Atqui punftum M & perpendicula iH7', MP, MP\ 4f /^, iKP'\ i ; , 
ttantur pofitione; ergo dabifcur aliqua afFeftio tangentis, per quam determi- 
nabitur. 

Exemptum i. Summa reftangulorum praediftorum pCTpendiculorum per 
reftas magnitudine datas a, a\ a\ a"", a\... datur magnitudine. 

Erit ideo 
aco(.TMP+ aco£.TMP'+ aco^.TMP" + a\olTMP''+a\oLTMP''+ .... =.0. 

Locus propofitus non efl: curva aliqua, fed Unea refta (uti videre eft ex 
opufculo meo, Polygonometrie ^ Geneve 1789-) 

Exemptum 2. Summa fpatiorum, quae ad quadrata perpendiculorum datas 
habent rationes, datur magnitudine; 

Erit ideo 
ay colTMP+a'y'coLTmp'+aYco^.TMP''+aYcolTMP'+aYcol^^^ . . . . = o. 
Quam propriejtatem adfeftiones conica^pertiuere demonftrare poflum. 

Exemplum 3. Summa re6langulorum praediftis perpendiculis binis fumptis 
faftorum datur magnitudine. ^ 

Fit ideo ycoi.TMP +y''coLTlllP +y\oLTMP + y^^cof.TMP + . . . . 

ycol.TMP\ .- +yco{.TMP +ycof.TMP'+y'coLTMP'+.... 

ycolTMp + ycolTMP"+ - +Yco[.TMP"+y;'co[.TMP''+.... 

y co(.TMP' + ycoLTMP''+ y cof. TMP"" + . + y''co{.TMF+ ....^"^ 
ycoij:MP'+yco{.TMP''+ycoLTMP'+YcolTMp''+ - +.... 

^qu» proprietas ad feftiones conicas pertinet. 

A. . L 2 ' •' ' ' §/5^ 



Digitized by 



Google 



84 

§. 51* ^^- Sit curva ad plura pan6hi relata, per dateiin relationem inter 
radios veftores ad haec punft^ duftos, 

Punfta data fint ^^ ^\ ^f ^f F'\ . . . 

Radii veftores dicantur r, r\ r\ r", r'' . , . . 

Eyrelaitonedatnducaturretetio dr dr' d/ dr" dr^ 

interexponentesdiflFerentiales ^' ^* g^» ^» d^**'* 

feti intcr ftuantitates cq^.FMT, coLF'JUT, coWjuT, cot J^MT, cd(.F'^MT. . . . 
undr pofitio tangentis determinatur. 

Exemflum i. Sint duo pun&a data; & fumma radiorum reftorum detur 
magnitudine. 

Quoaiam r + / datur magnitudinej 

n dr^dr' 
d^; Az 

feu cof.Filfr+cof.-F'JIir== o 

hinc coLFMT = cof.i8o* — i^*^r, qua^ eft proprietas nota el- 

lipfeos, 

Exemplum 2. Differentia radiorum veftorum detur magnitudine. 

Quoniam r ^ r datur maghitudine; 

4^*- dr dr' ^ 

dz dz 

eb{.mT^cotfMT±^o 
J^MT^l^MT, qjaidt^^ 
Exmfinm 3. Ratio radiofum veftortrai fit femper eadem. 
Quoniam ratio r : r e^ femper eadem, 
eft etiam ratio $ y^ femper ^dem ; 

Mnc ratio coiFMT: cofJi^JBT femper eadem, quaeeft proprietas cirCulL - 
Exemplum 4. Reftangulum ex radiis veftoribus detur magnitudine. 

Quomam r/ datur magnitudine; r'— + r-- »0 

r'cof.FMT+rc6r,FMT = o 

r cof.jPJir— r erf. i^»"— iF^-Wy, quae «ft {«-«qprUtas 
curvie GaffimaDae. ,^ 
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Exmptum 5. Summa rpatiorum, quae datas habent ratianes ad quadrata 

ex quotlibet radiis veftoribus, detur magnitudine. 

Quoniam , , 

ar^ + ar^ + flr^ + ar- + «r * +... da- 

tur iTiagnitudine; fit 

flrcof.Filf r+a V cor.rtr+« rW.i?^'7lfr+a rW.F"^ . ^ o, 

quse eft proprietas circuli. (Vid. D^ relations mutua eapatitatU et iirmnomm figura^ 
rum. Vars, i78a.) 

§. 52- 3^^ Curvareferaturadaliquodpunftum datum^ &adreftam, per 
angulum, quem radius veftor facit cum refta pofitioi» 4«ta. 

Angulus mutabilis dicatur x. 

Ex relatione data inter radium veftorem & angulum mutabilem dabitur 
cjqKmens differenti^ -r^, le« rcotFMT. 

Exemplum i. Sit radius veftor r datus magnitudfne. 
dr 
Fit ideo^ 5" ^^' coLFMT^o, FMT^qo'', qug^ eft proprietas circuli. 

Exempkm 2. Sit r «= njf 

^ = a{ yc<*.l!^*«; tang,W»r=tl, quae eft pro- 
prietas fpiralis Archimedeae. ^ 

Exemplum 3. Sit rcof.^^jif at a. 

Erit ^cof.^|af— rcof.lJcfin.fJc « o 

rcot.FJHrcof.|jc = rfin.^jc 
cotFATT ^ tang.f jc 

i^i^r = 9o^-§jc, quae eft proprietas parabote. 

Exemplum 4. Sit r = ^i_ 

a+f coLjc 

crit *^ = ^'^^fin.*" 



dx (o+fcof.jc)* 
^ /./.♦. jTjfcfT Wf fin.* ^ ^fln.x 

(<>+/ cohiv) * n+f cof^x 

cot-FJIfr to -ifc-, ^« ^ft pr6t)rieft* 

fl+^cof.^ eUipleos. 

L 3 §• 53- 
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§. 53- 4°- Curva feferatur ad aliquod punftum & ad aliquam reftam , aut 

etiam ad plura punrta fimul & ad plures reftas. - .- • 

Ex relatione data inter quantitates rai^iwoi) 

''♦ *■ ' ^ ' ^ y» y , y , y .... 

dabitur relatio inter exponentes differentiales 

'•' ^ ^ dr" d/' Aij dt/' df/" dy' 

dz' d«' d«' d«' "•■ di' dz' ds' S "•• 

feu inter quantitates ^ ' ••^ ' '^'^ ' " '""'"• "'• •* ' • ■ ' ' • ' ' '^ * ^' * 'i- ^.tuj ^u 
cof. Fil/r, cof.F^iKT, cof.y'^f7; cof.if''M..cof. PI^IT, cof. /^TffT, coLP"MT, co[.P'MT... 

unde pofltio tangentis determinabitur. * — ' "'•'** 

'^ . 1°. Sit unicum punftum & unica refta. ■" '"' " ''''-' ' ' *' •-♦' •■? 

Exemplum 1. Sit r^ = ay ' • 'C>- ' <• 'i .V! ffl^Hv . trMl!/j|H« 

..; „^ dr dy ^ .'■ •i.riK^.;, ii:i...:m.i ,jjL>;aA 

|'3.»udfib A.i!i.l ^ ds ~ di ^' ' • ^ - - ■ .'' 

' 1 ' ' %rcoLFMT^azoLPMT , qu3e proprietas pertinet ad circulum. 

Exempltm 2. Sit r = ^ ,,£u . i-,u/ i..;..;.- ::c. .: ;t;i..c^4w;i 

. ji: co[.FMT ^ —coLPMT, qu3e proprietas pertinet ad feftiones 

conicas. . 1 ' 

2^. Sint plura pun6la & plures reftae. 
Exemptum. 
Sit 



erik* 



wr» 


+ 


fnV» 


+ 


mV* 


+ 


mV^ 


= ay 


+ 


fl'y 


+ 


ay 


+ 


m m 

i «y 




+ 


ds 


+ 


,^».*dr' 
3Wr — — 
d» 


+ 


•I i.dr" 

2mrZ- 

di, 


d;8 


+ 


fl'^' 
dz 


+ 


ds 


+ 


fl"<^' 

:.- . dz 



"r • • t •' 

"i • • • • 

"i • • • • 

"i • • • • 



fea awrcof.FJ»r+2«PirW.i?'iIfr+awrW.FW+a • . • 

= aco[.PMT+^ aco[.P'MT '+ acoLP^MT + a^coT.P^MT +. . . . 

,^ae proprietas piertijnQt ad circulum^ 

Schotium. 
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SchoHum. Ex his exemplis patet, faepe potius efle, proprietates ciirvarum 

ex proprietate quapiani primaria deducerc ; operationesque mere algebraicas 

poffe fieri & longiores & minus lucidas, quam quae magis geometrice infti- 

tuuntur. 

Caput Sbxtum. 
D e L g a r i t h m i s. 

./ , §• 54; 

J[^n diflertation^ jam nominata Expoftticn etemmtain des principes des ealculs fupe* 
rieurs cap. VI. l6garithmorum theoriam & calculum ex contemplatione curv» 
logarithmicae deduxi. Et quidem curva haec omnino mihi apta videtur ad di- 
lucidandum hoc caput, quod tanti eft per univerfam mathefm momenti. Cum* 
vera idem fpeftari poflit tanquam ad calculum proprie pertinens, methodus 
mere algebraica, & progreflionum geometricarum natura hnmediate nixa, po- 
tior videri poteft, quam methodus mixta (nempe partim geometrica ^ partim 
algebraica), qua in praedifta diflertatione ufus fum. 

Methodus autem, quam hic profecuturus fum, eft mere elementaris, ne- 
que iilla infiniti notione affefta. Eandemque eo lubentius evolvam , cum (quod 
fciam) prorfus fit nova, principiis prius pofitis onmino confentanea, fiecunditati 
eorum luculenter oftendendae apta, & demonftrationi Pfleidererianae theorema- 
tis Tayloriani valde analoga. 

§. 55. Sit a^ quantitas exponentialis, quae proinde funftio eft exponentis 
mutabilis z. Et quoniam hnminuta z (pofito a numero pofitivo uaitate ma- 
jore) unitas eft limes quantitatis decrefcentis a^ (§. 22. ) 

Sit 01^=^ i + Jz + Bz^ + Cz^ + Dz^ + Ez^ + Fz^ + Gz^ +.... 
Erit ideo a^-^ = t+2Az'\'2^Bz^+^Cz^+2^Dz^+2^Ez^+2^Fz^+2^GzT+.... 

a3z = i + iAz+z^Bz^+^^Cz^+^^Dz^+/^^Ez^+^^Fz^+^7Gz^+.... 

M^ = i+^Az+^^Bz^+^^Cz^+^^Dz^+45EzS+;^6Fz^+j^7Gz7+.... 

•» = i + 5^+5^JBz^+S^Cz^+5'^Dz^+S^Ez5+5^Ez(^+5^Gz7+...! 



Hinc 
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Hinc rumtis diffef entiis primis erit (§. s. Tntrod.) 

(a" -i)a» = ^x+(a2-i)Bz3+(23- i)Cz3+(a4-i)JDx4+(a5-i)£z5+(K6-i)F26+... 
(o* -i)a22s=y4z+(33-33)Bza+(33-23)C&3+(34-a4)Di't+(35.a5)£z5+(36.26)Fz6+. . . 

(0^-l)032=A+(4».32)Bz»+(43-33)Cz3+(44.34)Dz4+(45-35)£x5+(46.36)Fz6+... 

(a* -i)a4''=^z+(53-4a)Bz3+(s3-43)Cz3+(54-44)Dz4+(55.45)£z5+(56.46)Fz6+. . . 



Quoniam autem o« = i + ^.^-Bz^-^Cz^+Dz^^+Ez^-^ ^ , . » 
et a«-i= j3z+Bz^ + Cz^+Dz^-\-Ez^+ . , .. . 

primus terminus fmgubrum pr,odu£torum, (a^-i)^^, (a«-i)a«, (oz-i)»», 
(flz-i)42, . . . , ipfe fit ^;j;j ujidg i^ aquationibus prsecedentibus dividendo 
per ar, & aequando terminos conftantes (juxta methodum reverfionis ferierum), 
fit A=A. Quare A manet quantitas indeterminata. 

Sumaiijiir differentiae fecundae. Erit (§. /. 7«fro<i) 

{a^-xYa^ =A"(3^..i»)52»+A'(3^..i')C33+A''(3'»...i'')D3^+A'(35...iV2*+... 

(0=»- I)»0» = A''(4»...2=)52»+A''(43...23)053+A''(44...24)£)24+A'(45...25;£';55+. . . 

(<»»- l)»fl32 =A'(5»...3»)5a=+A''(53...3')Cs3+A''(54...34)£);s4+A''(55...35)£a54.. . . 
(«•-b'fl*» = A''(6<..4»)5«»+A''(63...43)C«3+A''(6''...44)D2H4\65...45)£25+. . . 



Jam vero, quoniam a«- 1 = /fa + jS*'* +C»3 + Z7a;'' + E»5+ , . . . 
primus terminus tam quadrati (a^- 1)% quam fingulorum produftorum hujusgua-» 
drati per termiaos a^, aaz^ /aaz^ ^42.... eft^.^2J*, Coefficiens autem primi 
termini Bz'^ fecundi membri cujusvis aequationum praacedentium eft differeutia 
l*ecunda quadratormn numerorum naturalium ; & proinde (§. ?• Introd.) quantitas 
conftaqs 1.2. Hinc dividen^q utrinque per z^^ & aequando invicem terminos 
conftantes jQuxta methodnm reveijfionis ferieruiii)^ fit ^ = i.zB; ^ proinde 

1.2 

Suman- 
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Sumanturdifferentiae tertiae; erit(§./. ^/roi) • ' 

(a«.i)3a« =A"(43...i')C23+A'"(4*...i'')Da'»-HiV-i*)^'+AV-l')^'+..^ 

(«2- l)3fl» = A(53„.23)C23+A'"(5^..2'')Z?2'»+A'"(5*...2*)*5^5+A"(56...a6)if3B»+. . . 

(az. i)3ajz = A"(63...35)C23+A"(6'»...3'')02''+A"(65...35)£35+A'"(66,..36)^a6+. . . 

(a«- I)3fl42 = A"(73...43)C33+A'"(74...44)D34+A'"(^5...45)£^5+A'(7*...46)/?'36+. . . 



Quoniam a« — I = ^z + Bz^ +Cz^ + Dz* -^Ez^ + ..... 
primus terminus tam cubi (a« — i)', quam fingulorum produftorum praedifti 
cubi per terminos a^, asz, asz, o4«. . . . eft :/Pz^. t , 

Cofefficiens autem primi termini Cs^ fecundi membri cUjusvis aequationum 

praecedentium eft differentia tertia cuborum numerorum naturalium; & pro- 

inde (^. q. Introd.) quantitas conftans =1.2.3: hinc eadem metiiodo , qua cogf- 

ficiens B fuit determinatus , fit ./^ = 1.3. 3C; & C = -L-/P. 

1.2.3 

Sumantur difFerentise quartae ; ent (§. t. Tntrod.) 

(a»-j)4a»=A'X5*...i'»)Da''+A"(55...i5)JS:a5+A"(5^...i*)-f^HA"(5^..iO<?«'+- 
(az-i)4fl3z=A"(6*...24)Da''+A"(65..jj5)E25+A"(6<»...a*)i^5j<^+A"(67...20'5a^+. 

(a»-l)4a3«=A"(74...34)0«4+A"(75...35(£25+A"(76...36)ir36+A"(77...37)Ga?+ 

(a«-i)4a4«=A'X84...44)D34+A"(85..45)£is5+A"(8^..4«)i^«HA"(8^..40Ga^+ 

Quoniam fl^ — i = yfe+52* + C'5j3 + D2;^+JE2;5+ 

primus terminus tam quartae poteftatis (a« — i)^, quam fingulorum produfto^ 
rum hujus poteftatis per terminos a», a^z^ ^32^ ^42^ • • • , eft ^'♦a^. 

Coefficiens autem primi termini Dz^ fecundi membri cujusvis aeqttatlonum 

praecedentium eft differentia quarta quartarum poteftatum numerorum natura- 

lium; &proinde (§.^./«/rorf.) quantitas conftans = i.a.3.4. Hinc priore me- 

thodo fit -^^=1.2.3.40; & 0= —l—ji^. 

^.1.2.3.4 

Eodemprorfus modo, fumtis dMTerentiis quintis, primus terminus omnium 

produftorum (a* — i^^aa* eft J^z^; & coefficiens primi termini Ez^ pofterii>- 

M ris 
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ris membri fingularum expreffionum horum produaorum eft differentia quinta 
quiataruoi poteftstfuii numerorum naturalium, nempe i. 2. 3. 4.(5. Hin^ 

Tum fumtis differentiis fextis, primus terminus omnium produftorum 

(flz — i)6flBB^ eft J^z^. CoEflriciens aUtem terraiiii jRs^ eft differentia fexta fex- 

tariim poteftatum numerorum naturalium; & proinde (§. q. Introd.) quantitas 

conftans i.a-..6. Hinc^^ = i.a..-5.6F; & F = —J—-^^. 

' 1.2... 5.0 

. Eadem mctiiodo determinantur coefficientes potentiarum fucceffivarum 

ipfius z; unde confequitur formula generalis. 

fl»<».lf+ -^ + 53* + Cz^ + Dii^ + Ez^ + Fz^ + . . . . .) 

^i +Az + J^JH^ + ^J-A^z^ + ^^A^z^ + -J—A^z^+ . . . • 
1. 2 1.2.3 1.2..4 1.2..5 

§. 56. Quantitas ideo exponentialis a^ exprimi poteft juxta legem admo- 

dum regularem per -exponentem «, & aliam quamdam quantitatem ^, quam 

ab ipfa a pendere deinceps videbimus. 

Si vero z fit flunierus negativus, erit eodem onmino modo — (= o^) = 

^ i^uiz + J^A^z^. I^J^z^+JL^A^z^^^J—^j1^z^+. . . . 

1.2 1.2.3 I.2...4 I.2...5 

Obfetvatio.' Si-^'^tate major non eft: reries li«c nori modo convergit; 
fed etiam termini ipfius, inde a termino quocunque propofito fumti, celerius 
dccrefcunt, quam termini progreffionis alicujus geometricae decrefcentis. 

Etenim fit ^« = i; fintque tres cofe'fficientes fucceffivi —1—, ' , 

1.2.../' 1. 7,...p'T'*- 

L_ : termini hi funt irtter fe, uti i, -^, -1- . -i-. Jam vero 

_L_ JL. <! _, } -^ : ereo termim hi velocius decrefcunt quam in progreffione 

P+i p+2 (P+i)* 

geometrica, cujus exponens -i-. Idemque tanto magis obtinet, Rjtiz^ii. 

Quodfi autem Jz> i. Sit f numerus integer non major ipfo Az, fed iJli 
nroximus. Termini ^, -1-^'a*, -1-^aS _i-^^»^...-j-/''a^ con- 

•*^ 1-2 I.a.3 I.2...4 1.2... f' 

tinuc 
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tinue crefcunt: qui vero hos fequuntur termini, continue decrefcunt, & rapi- 
dius quidem quam in progreffione geometrica. Etenim tres termmi fucceffivi, 

^p+m^p+m^ 1 , ^p+m+ig.p+m+i ^ jp4-m4-2^+m+a 



i.2...p+fn l.2...p+m+i i.2...p+m+2 

funt inter fe uti quantitates i , — — , ; ; — — . Quoniam autem ^ < i , 

Az A^z^ A^z^ 

tanto magis eft — < i ; pariterque — — ; — - <-__—-—. Proinde 

^ P+w+i f+m+i./^fwH-a CP+»»+i )* 

termini fucceifivi rapidius decrefcunt quam in progreflloae geometrica, cujus. 

exponens eft numerus fraftus . Nominatim praedifta feries inde a ter- 

^ P+m+i 

mino — — rapidius decrefcit quam in progreffionegeometrica, cujus exponens 

1.2...p 

Az 

: itaque fumma termiriorum ab hoc termino decrefcentium minor eft quam 

^ ^ f 3r I , feu ^ . _?H^. Proinde utut magnus fit numerus 
1.2.../? L^— j^qiiJ I.2...P p+i-Az 

Az , faries haec ultra certum limitem non excurrit 

Ceterum quod ad applicationes feriei hujus attinet; fatendum, eam ufus 
facilis effe iis tantum cafibus, quibus Az^^i. 

§. 57. Applicationum quarundam hujus feriei gratia , quae deinceps ex- 
ponentur, e re erit in ejus naturam penitius inquirere. ^ 

Sit bmomium (i H ) ; erit feroper 

^^11-^ if» 12 n^ 12 3 n^ 1 4II-» 

i.i i.i i.l i.i 1.3 

^i+Az + l^^z^ +_i f?^;^^ +_i} 1^^"^ + .... 

1.2 1.2 3 1.2 4 

Sit autem n numerus pofitivus, qui major fieri poffit quocunque numero 

propofito. 

i9. Sit jiz=^i. Unitas eft limes [faftopum i — i, i — -, i — ^, .... 

n n n 

r — ^, quorum numerus p; & pramde etiam^voritas pft linacs produfti 

M 2 I — 
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1 — 1. 1— i, I— 5-. I— i. . • • I — ^ (^. 2i.)j unde feries 

I +i + J— + — i- + — — +....+ ' eft limes feriei 

1.2 1.2.3 1.2...4. 1.2.../+1 

1 T 1 T — i— + • • ' + "•• . . . -T ..... ■ * . • . — — . 

1.2 1.2 3 1.2 4 I.^ jy+I 

Atqui, quo major p, eo minores funt faftores fequentes i — ?X^; & eo 

n 

majores funt denominatores i.2,..p+m + i terminorum fucceflivoram; pro- 

inde, a fortiori, feries i + i+-L+-_L. + — l — + _!_ + .... eft limes feriei 

1.2 1.2.3 i-2-4 i-^-5 

i,i i.i i-i i.i i-l i-i 1.4 

i + i + L+- — L.^+ — 5 i+ — !!... i,+ ; feu quantitatis 

1.2 1.2 3 ^*^ 4 i-^ 5 

2®. Haec valent a fortiori, fi -^"<3 1. 

3®. Sit ^ > I ; & fit f numerus integer non major quam z, fed ei 

proximus. 

i-i i.Er! 

Sumto termino L... ILA^z^ ; termini, qui illum fequuntur, rapi- 

1.2 p 

jfz 

dius decrefcunt quam in progreflione geometrica , cujus exponens -— : tum 

quia faftores fucceflivi denominatoris p+2, /^+g, f+4....f+*» majores 

funt feftore p+i; tum etiam quia faftores numeratoris i — ^ , i — ?ii .... 

n n 

j — tt^Ii fiunt continue minores: & proinde, afortiori, fmnmaonmium ter- 
n 

i.i i-i i-E:? 

minorum, inde a termino 2 L ..... — E-^P^?^, minor eft quantitate 

1.2 3 p 

ilZ.ili .... L_5l^P«P( i_-^), cujus limes eft 
1.2 3 l^ ^ f+^"^ 

— i — -rfV.j-— : tantoque magis fumma omnium terminorum inde a ter- 

1.2.*^p p+l 

mino 
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mino "» -- . . _I n_^^"'aP+« minor eft quantitate 

1.2 p+m 



^ ' ^... ^ — S—^+^sl^+^C I -— X feu i_!l ... ll_JL_^P+"aP+'". — L__, 
Tr p+w ^ f+'»'^ 1.2 f-Hn-i /+m-^a 

cuius limes eft — ^ ^P+'"gP+'", ,' ' ; quaecumminorfitquan- 

titate -7—— j-r-r-w^' P°*^^" "^®^*" ""'"O"^ quacunque quantitate 

1.2.., p p+m-Az ip+iy^^ ^ - ^ 

propofita- 

Proinde tandem in omni cafti feries 

i-F^+— y^»a> + -J—/i^z,^+ — i-^'»a< + . ... limes eft feriei, quae ori- 
1.2 1.2.3 1.2...4 ^ 

tur ex quantitate (1+ ~J evoluta, feu eft limes hujus quantitatis, 

§. 58. Quoniam a exponens eft rationis a : i ; ai^ exponens eft rationis 
((I : iy. Scilicet ratio (« : i)* componitur ex z rationibus ipfi rationi a: x 
*qualibus; feu z metitur rationem (a : i)z. Hinc z dicitur hgarithmus ratior 
nis (n: i)*; feu omiflb confequente i, communi & conftanti, z dicitur loga- 
rithmus ipfius a*, quatenus logarithmus ipfius a eft unitas. Quantitas a dici- 
tur bajs logarithmica; quantitas j4 autem dicitur modulus. Diverfitas fyftema- 
tum logarithmicorum pendet a bafi a; proindeque etiam a modulo -^. 

Bafis itaque a modulo jta pendet, ut fit 

# = I + -rf + JL^a + -4t^^ + -^A4 + —1—AS + -^^6 + 

1.2 1.2.3 1.2...4 1.2...5 I^2...6 

Ex.gr. Sit^=i; erit a=i + i+-i^+_L.+ _i_+— 1-.+ * • 



1.2 1.2.3 I.2...4 I.2...5 I.2...6 

«2, 718 281 828 4^i 

Syftema logarithmicimfi huic fuppofitioni refpondens dicitur fyftema natU' 
rale^ feu etiam hyperbolicum ; atque inter mathematicos convenit, bafim a 
hujus fyftematis per litteram e defignare. 

M 3 §. 59- 
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§. 59« Quoniam 

1.2 1.2.3 I.2...4 1.2.. 5 I.2...6 

1.2 1.2.3 J.2...4 I«2...5 1.2... 6 

erlt £±r = . + i^,. + _ifl ,4 + ^,. + ^,. + ^,»+... 
^ 1.2 i.2..4 i.a...6 1.2... 8 i.2..io 

^=A + ^,»+^,5+^,.+^,,+ j*:i,..+... 

2 1.2.3 I.2..5 1.2...7 1.2...9 1.2..X1 

Nominatim 

'l^tfl^ t + -L.,» +_J[_,4^._L_,6+ __L_,8 +__!_,»+ 
2 i.a ^J.2..4 ^i.2...6' ^i.2...8 1.2..10' ^- 

''-^^= « + ~«3 + —«5 + -J—,? + ^ r.o + _L_,«+... 
2 J'2'3 I.2..5 I.2...7 I.2...9 I.2..I1 

§. 60. Quoniam 

«« = 1 +^« + -L,^3«« + -L_^i3 ^. r . ^4;^4 + _i_^5,5 4. 

1-2 1.2.3 i.2...4 1.2...5 -*-•••• 

Exponentibus differentialibus fumendis erit 
^= ^+^*+J^^,»+ ' ^4^3 + -1-A^^^+ -L-AH^^ .... 

^ I'2 1.2.3 I.2...4 1.3...$ 

= ^I+^+-L^,»+ ^^,3+__L.^4;54+_L_^5,5+. . . . 
1-2 1.2.3 I.2...4 I.2...5 

= Axa*. Hinc 

^=^x«« 

m • 

• • 

.Pro- 
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Proinde exponentes differentiales omnium ordinum ^uantitatis exponentialis 
a^ exponentisque ejus z fequuntur progreflionem geometricam , cujus exponeiw 
eft ipfi ^ aequalis. 

§. 61. QuonUm « = i+J+dL+^ + jl!_ + ^+^ . . . . 
^ i.a 1.2.3 i.2...4^i.2...5^i.2...6^ • 

1.2 1.2.3 I.2...4^1.2...5^I.2...6 

Adhibita methodo reverfionis ferierum invenitur modulus ^ per bafim"fl ex-$ 
preflus. Potior autem mihi videtur ufus fequentis methodi, qua fimul loga- 
rithmorum ipforum exprefliones confequimun 

Qnoniam a^ = i+Jz + ^z^ +—z^ +.J^z^ + J^z^ . . . • 

1.2 1.2.3 1-2...4 1.2. ..5 

fiat « = ni^z. 
Erit etiam a^^= I +-/«15?+ TtA^* + ^^A:»^ + T^ 

1.2 1.2.3 I.2..4 1.2.. 5 

X.* ■''••^•O *»X»m/^ 1.2. .5 

Sit autem (i + ^Az + ^^^a^ +7V;A«^ + T~Az* + -^As5+ ...)» = i +v 

1.2 . ».2.3 1..2..4 I.2..5 

erit -'^+r^2^«' + if-3^'+l£4^*4;iXI^'+-">=('-*-''>'^--' 

et ^Aa(i + ^Aa +^A2»+j£^A33 + -^^g4+.;.) ^«^(i+t,)^,) 

I-l i>i j.i. i_i 2-— ^-- T ^-jiaJL/ii 

s V— ?!;'+ 2. D.t;3 — 1 °. ^_v 'i+ 'n ^ n 3"n Hnj,5__ 

1-3 1.2 3 1-2 3 4 I.* * 3 ' 4 *'5 ' 

Sed «Aa; = a = log. i +«; (liyp.) 

Ergo -^log.i+.(i + -A^+— 3^^'+i:ir4^«'+i:^A24+-£-^A^.+. . . .) 

I-^ I.^ 2-^ j-^ 2-^ o f^ T ^ A ^ 

^v^ + ^ Li;3— ,—£,., g-.^ ^ T"»+ * ... " ' tf^ -> 



i.a 1.2 3 1.2 3 4 " 1.2 5 

Cum 
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Cum haec ?equatio femper locum habeat, limites etiam membrorura ejus 
funt inter fe aequales (§. 4.) Sed hi limites funt -^iog. i + t;, & 

Ergo -rflog.i + i^ = v-^lv^ + ^v^—^v^ + lvs^ 

Hinc ^log.i— t; :=^—(v+lv^ + lv^ + ^v"^ ^^v^ + ) 

Unde .^log.7^i.i;i; = — (t;* + ^v"^ + |t;<5 + ^t;» + ) 

et ^log.rity = (t; + |t;3 + |t;5 + ^t;7 + ) 

Non pertinet ad fcopum praefentem, varias evolvere formulas variaque 
artificia, quibus (quamvis diu poft inventos & computatos logarithmos) cal- 
cuU logarithmorum compendia fuere fubminiftrata, Confulantur hac de re 
fcriptores, qui artificia illa exponere fategerunt, quos inter fagaciffimus Ber- 
TRAND in opere fuo infcripto: Developemnt nouuem de la partie elementaire des Ma- 
thematiques. 

§. 62. Formulam ^log, i + t; t= v _ ^» + |t;3 — |t;* + |t;5 — . , ... 
confequi potuiflemus per prima calculi differentialis principia, ut fequitur. 

Qiioniam log.a- = ^; & ^ ^A.^; ,^=^.az; & irj^^ixl- 
Sit itaque y = log. 1+«;. 

Erit -^ = — — L ; & quoniam y=o; quando t;i=o, fit (§. 27O 
dt; A i+v X ^ A ^ 

y = -L(r — ^t;^ + |t;3— ^i;4 4.it;5 _ ^ _ .)j quod etiam poteft obtineri 
A 

convertendo -^ in feriem, & integrando. 

Nempe: ^ = i-(i — t; + v^ ^ v^ + v^ -^ v^ + . . . .) 
dt; A^ 

y = -L(t;_it;a + it;3-.|i;4 + xr;5_it;6 +,..,) 
A 
feu vflog.l+t; = (y^lv^ + \v^^\v^ + ^v^—lv^ + .-..)• 

CoroUarium. Quantitate v manente eadem, produftum -/^log. t + » ejus- 
dem etiam magnitudinis manet. Proinde in diverfis fyftematibus, logarithmi 

unius 
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unius ejusdemque numeri funt in ratione inverla modulorum horum fjrfte- 
matum. 



Eft etiam Alog.V^^ = v + ^v^ + ^vS + }v^ + ^ 



I — V 



Sit l±i: = oa^: unde i; = ^!!=:i; & yfiog.ri±? = ^iog.a«. 
1— i; a^z+i ' ° I — V ° 

sit =..; erit ^i„g.,= f;=;+<e;^.)»+j("-L)=+5(^;).+.. 

Sit * bafis fyftematis logarithmici;^unde log. a = log. A = i ; 

Obfervafio. Modulus cujusvis fyftematis eft lognritlimus natui-alis bafeos 
hujus fyftematis. Eteiiim quoniam modulus logarithmoriim naturalium feu 
hyperbolicorum eft unitas, erit -/f log. 6 = log. hyp. &. Sedlog. 6= i; ergo 
.rf=log.hyp.*. 

Ex. gi'. Bafis logarithmortim vulgarium feu Briggianorum eft lo. Loga- 
rithmus hyperbolicus ipfius lo eft 2, 302 585^_. Hinc modulus logarithmo- 

rum vulgarium eft 2, 302 585^ J^. Proinde fi logarithmi hyperbolici per hunc 
numerum dividantur, oriuntur logarithmi vulgares; & viciffim, fi logarithmi 
vulgares per eundem numerum multiplicentur, oriuntur logarithmi hyperbo- 
lici. Cum autem logarithmorum hyperboiicorum uiiis fit quam frequentillimus; 
optandum fane foret, ut tabulae horum logarithmorum in promtu elTent uoa 
minus extenfae] quam tabulae vulgares. 

§. 63. Poftquam logarithmorum theoriam ex contemplatione progi-effio- 
num geometricarum primariisque earundem proprietatibuS deduxi, ntque ita 
ad calculum elementarem revocavi : non inutile cenfeo in gratiam tironum 
idem fubjeftum paulo aliter traftare; ftriftim ea exponendo, quae in opufculo 
Kxpofition elementaire &c. de curva logarithmica fufius tratiidi. 

N De/fi' 
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Definitio. Cartra logttrithimta feu logiftica iea eft, in qua, abfciffis in pro- 
greffioae arithmetica fumptis, reftae axi ordinatim applicatae geometricara fe- 
quuntur progreffionem.. 

Corollarittm. Ex definitione immediate fequitur : partem axis abfciflarum, inter 
duas reaasaxiordinatimapplicatascomprehenfam, menfuram effe rationis harum 
ordinatarum; itaut, differentia abfciffarum manente eadem, ratio ordinatarum pa- 
ritereadem fit; & viciffim, ratione ordinatarum manente eadem , differentia ab- 
fciffarum pariter eadem maneat. Si vero pars axis inter duas ordinatas fit dupla, 

tripla, quadrupla, quintupla, nt»P'«; etiam ratio duarum ordmatarum eft 

duplicata, triplicata, quadrupUcata, quintuplicata, nP«icata. 

Quibus pofitis, fint duae ordinatae, quarum ratio datur; & per punfta ex- 
trema harum ordinatarum ducatur refta, quae axi occurrat, feu linea fecans. 
Dico: fubfecantem effe etiam datae magnitudinis. 
Fig.i6. Sint mmirum IUP, Jli'P' duae reftae axi ordmathn applicatae. Ducatur 

MJU', quae axi occurrat in S. Sit ratio MP : m'P' Sequalis aUcui rationi datae; 
dico, lineam PSetiam effe magnitudine datam. 

Ducatur M'm &xi paraUela, quae ordinatae MP in m occurrat. 

Quoniam ratio MP: M'P' datur; ratio MP : MP-^M^P' feu MP : Mm pa- 
riter datur. Sed MP: Mm = PS : Mlm', ergo & ratio PS : M'm datur. Sed 
propter rationem datam MP:M'P', PP' feu M'm datur magnitudinej ergo 
etiam PS datur magnitudme. 

Atqui (§. 40.) fubtangens cujusvis curvae eft Umes fubfecantis; ergo 
etiam, fi a quocunque punfto logarithmicae ducatur tangens, quae axi occur- 
rat, fubtangens eft datae magnitudmis. Quae propofitio (fi opus foret) imme- 
diate etiam poffet demonftfari, evincendo (per abfurdum) impoffibUitatem in,. 
sequalitatis fubtangentium divcrfis logarithmicae punftis refpondentium. 

Sit ideo MP=y, AP^x; & fit < fubt^ngeas conftans: erit ' = y^. 
& ^ = i. Unde fi y = » + f, fit 

dx _. y 1 _ _ ^(i _t; + t;» — 1/3 + »* — »5 + p* — . . . .) 
^*j? *'*''' = <(i;-^t;* + |.;3— Jt;4 + itf5_ii;6+i87 ) 



Pro- 
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Proinde in diverfis curvis logarithmicis logarithmi ejusdcm rationis funt 
In ratione fubtangentium harum curvarum; & fubtangentes inverfe funt ut 
moduli fyftematum logarithmicorum hisce curvis refpondentiunu 

§. 64. Ex aequatione differentiali curvae logarithmicae < = y— ; feu 



^'= l fequitur 




*=^- 


y 


5^3 = J-f - 


<3 




^ 


d*5 ^ 


X 
«5 



Fiat jc = jf -^- Ajc 
& proinde y = y + Ay- 

"^ I d» i.adjf* 1.2.3 djc3^i.2...4djc* vj' ^ ' 

Atqui quoniam y = <*; & y+Ay=c*+^*=yx^^*, 

X <^i.a <*^ 1.2.3 '^ 1.2...4 <* 1.2...5 <5 • 
Univerfim igitur 

= 1 -I .---< 'rs + r .-n-t" ^-•-T-f ■ r+ . • • • Cut 

' I < 1.2 <» 1.2.373 I.2..,4 <4 I.2...5 «* 



prius §. 55-) 



N 2 §. 65. 
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§. 65. Quemadmodum curva logaritlimica apta fbit ad theoriam logaritli- 
morum illuftrandam; ita & aliae fingi poffunt curvse, quae eidem fcopo refpon* 
derent. Celebris ob infignes fuas proprietates apud Geometras eft curva fpira* 
lis logarithmca difta. In liac curva angulus inter duos radios veftores compre- 
henfus eft menfura rationis horum radiorum; unde fequitur, data duorum ra- 
diorum ratione, fpecie etiam dari triangulum his ladiis veftoribus & chorda 
ipforum extrema jungente comprehenfum, Proinde data ratione duorum ra- 
diorum ; fecans fpu^alis iogarithmicde, per punfta extrema horum radiorum dufta> 
inclinatur fub angulo dato alterutri horum radiorum; unde conciuditur (per 
§, 4,) angulum , quem tangens fpiralis logarithmicae facit cum radio ad pun- 
ftum contaftus dufto , conftantem effe in eadcm fpirali logaritlimica. Et diver- 
fitas liujus anguli determinat fyftema logarithmicum fpirali huic refpondens. 
In hyperbola conica ad afym^ totos relata , fpatia hyperbolica inter duas ordi- 
natas comprehenfa crefcunt etiam ut logaritlimi rationum abfciffarum. (Vide 
Caput X) 

§. 66. Ex praecedentibus determinantur rationes differentiales quarum* 
libet quantitatum exponentialium , quod nonnullis exempUs oftendam, 
1°. Sit P= x^e^; erit 

dx 



dA; 



= e^ (w.fw-i.w-ax'n-3 + 3W.1W-1JCW-3 + ^m^^i + x») 



• 



~ = ^«(w...fyi-3Jc'n^4 + 4iiii...w-2JC"^3+6«ff.m-iA:tt^-2+4Wjirn»-i+jc"^) 
j^^ = /»(fir...wi-4Jrw-5 + 5fiiM.fW-3JC«n^4+iow...i»-2Jif"»"3+IOW.f«-lJf"»-^ 

1 

tijc» 1 I a I 

3*. Sit 
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2"". Sit -P = xy , Log. P = y\og. x 



djc dx X ax ^ 



3^ Sit P=^\og.^x\ 



= f/i log.»"-iJc . — 

dAT X 



AP 

= m.m-iXog.^^x.-^ wloe.^-iAr.JL 

dx- ^ XX ^ XX 



t= m.fn^i.M'2 Iog."i-^3.v - ^ — 3W.W-I log.n^-^Jf . — ;- + 2m.log.^^x . ~~ 



ax^ ^ X^ ° JC^ ° JC^ 

&C. &C. &C. 

§. 67. Suppofita formula differentiaU ^^&f = -L: ex illa deduci pof. . 
. . (XX X ^ 

fent aliae formulae differentiales quantitatum non exponentialium. 
Exempla. 
1°. Sit P = xy 

\og.P = log.jf +.log.y 

dx'P~ X "^ dx' y 

djc ^ 

2*. Sit P = xyat; 

log.P = log.* + log.y "li log.a + log.u 
dP i^ _ _i_ , dy I I dat I . dw £ 
dofV Jf djcy dJf*a d*'i;* 

3*». Sit /» = -. 

Jog.P = log.x — log.y 

4r i s= JL ^ "^/ JL 
d»*/' X dx y 

^ y dx yy yy 

N 3 40. sit 



+ 


dx 








■ « . 

+ 


log-y 


-¥ 


log.a 


+ 


+ 


dy £ 
djf y 


+ 


ds I 
djf z 


+ 
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4°' Sit p = Ca+xy» - 

log.P = W*log.(o+*) 

ojc a+x ^ 

§• 68. Ad formvdas difFerentiales, capite hoc traditas, reducuntur plu- 
runae aliae formulae difFerentiales ; quae proinde integrabiles cenfentur, tabulis 
logarithmicis in promtu habitis : quod paucis exemplis oftendam, 

Sit ^ = rc^jc.na); fiat xx.aa^iz^xYi hinc x=5^; :5.x=?^; 

d» ^-iF-^ ^^^' d^-^f-^1 ^^*^S+^»3' 

unde y = i»«-|aalog.a-| — + C 

= l(^+n**ww))«.|«diog.(*+rx*wM)-|_^-— +c 

= |(x+)^(xx-ao))3-|oalog.(jc+>^**-flB)-|(x-9^**-«i)*+ C 
= |jfr(**-aa) -|iwlog.(jc+r(*Jc-ai))+ C 
Si exponens integraUs evanefcat fafto x=«, erit C=+-J-«ilog.a 

Jf+T^Cjf* -aa) 



& y, es ,|jf>^((jf*-aa))j--|aalog,' 



= |j.r(x*.aa) --.|«,log._— ^. 
Sit ^ = rixx+aa); 

fit eodem modo; y = lxV(xx+aa) — |aglog. ^ v ^ 

Ad has formulas reducuntur aliae plurimae , quales funt 

^ = x*"r(jfjf±aa), quibus m eft numerus integer. 
dx 

Formulae autem $. = xi«>+iy(xx±aa) integratio obtineri poteft imme- 
djf 
diate; neque pendet a logarithmis. 

§. 69. 
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§. 69. Formulae differentiales logarithmicae poffunt etiam quantitatuin in 
ferics converfionem reddere faciliorem. 

Exempta. Ponamus legem, quam coefficientes poteftatum binomii fequun- 
tur, nobis effe adhuc ignotam; & fit 

(i+x)"» = i-\'^x+Bx''-{-Cxi+Dx*+ExS+Fx^ + Gx7+ 

Sumendis logarithmis erit 

"nilog.i+Jf = \os.U+jix+Bx-+€x^+Dx* + ExS +Fx^ +Gx^ + .... 
Sum?ndis exponentibus differentialibus erit 

I A + 2Bx+'iCxi + nDx3+5Ex^ + 6Fx7 + YOx6+ . . . . 

**'i+x — l+Ax+Bxi + Cxi +X>a:4 +ExS +F«6 +Gx7 + . . . . 

et m(i+Ax+Bx^+ Cx3+ Dx*+ ExS+ Fx6 + Gx7 +....) 
-=(i+a?) ( -^ +2Bx+iCx» +4Dxi +sEx^ + 6FxS + jGx6 +....) 
Unde aequando coefficientes poteftatum fimilium juxta methodum reverfionis 
ferierum fit 

A = w unde 

2B+A = mA 
ZC+aS = »»5 
4D+3C = tnC 
5E+4D = mD 
6F+5E =?«£ 
7G+6F = mF 



A=1 

I 




j = !!!. 
I 


«f-t 


C = !!!. 

I 


3 


D = !?. 

I 


«-3 
4 


£ = ^. 
1 


5 


F=!:!.. 

I 


«»-5 

— 6 


G = *. 

I 


m-6 
7 



- - - - - - - (conformiter §. g./«/roi) 

1«. Eodem modo «t (i+Ax +Bx» +Cx^ +Dx^ +ExS +....)« 
= i + A'x+B'x''+C'xi+D'x*+E'x'i + 



Erit 
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Erit «log.(r+^-«'+^Jf* -^Cx^ +Dx* +£*5 + 
= log.ii + ^x+B'x= + C'x3 +D'x* +E'x5 + 

A +25*-». 3^x2+40*3 +5E*4 + 
atque -^' — - ^ 



wx 



I +Ax + Bx^ + Cx3 + Dx'^ +, 
A +2g'j<r+3C'jc='+40'jg3+5g'A-''+. 



I +AxJr B'x'+ C'jc3 + /[;'a-4+. 
Unde cofe*fficientes -<^, fl', C', D', £'.... facilius quam aliis methodis deter- 
minari polTunt 

3«». Sit fl« = i + Ax+ Bx*+ Cjf3+ Dx^+ Ex^+. 
x\og.a =log.i+Ax+ Bx'+ Cx^+ £>*'»+ ExS + . 
A +2Bx +3Cx' + 4Pjf3 4.5gj;'* + . 



Unde 



log.a = 



A = log. a 
5 = A^^ 

2 

c = ^l^&f 

3 

4 • 

J? =D!2if 
5 



i + Ax + Bx^+ CJf3+ Djc4+ £jf5 + , 
log.a (i+^jc + 5jc»+ Cx3+ i?jc''+ £jf5 + , 
= -<f +2Bx +3Cjc»+4Z?je3+5£jf4+. 

feu A = log.a 



B = ilog.^a 

1.2 



c = 



I> = 



JB = 



' log.3a 
log.^a 



I.2.0 

I 



I.2...4 

I 

I.2...5 



log. 



«»= i+Jflog.o+— log.^a + -:^log.3a+-f_log.'*a + -~log.5a + 
1.2 1.2..3 I.2..4- I.2..5 

(Ut prius §. 55.) 

4**. Sit log. i+jf ^'Ax + Bx* + Cx^ + Dx^ + Ex^ + . 

erit _i_ =: A + zBx + ^Cx^ + aDx* + sEx^ + . 
' i+x 



^A +^+^5+^%3^, 



a ^" . ,.3 3C . v4 4^4. 



Unde 
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Unde ^ = + I 
B =-i 

D ^.^\ * 

£ = + i. 
Et log,i + x=*-|jc»+i*'-i*^ + l*'----- (ttt prius §. 6i.) 

§. 70. Dixi (§. 78.), problema inverfum tangentium ad formUlas diffe- 
rentiales logarithmicas feepe etiam in cafibus fimpliciffimis reduci. 

Exempb. i». Quaeratur oirva, cujus fubtangens datam habet ad abfeif- 
lam rationem. 
Erit ideo « t^ «= *»■*• 

. • dy I I I I 

lunc •—-.— = — = — . — 
cU y mx fn X 

- dv I I dx I , 

feu -/.- = - -; 

diV y mao X 

hinc log.^ = -log.- + C ' 

«log.y = log.Jf + C 

yrn =z Cx, quae eft aequatio ad parabolam, fi ♦• fit quantitas 
pofitiva ab unitate diverfa; ad lineam reaam, fi «1= i; & *d hyperbolas; fi 
m fuerit negativa, feu fi fubtangens & abfcifla ad diverfas ordinatae parteS 

fit» fint. 

2". Quaeritur curva, cujus fubtangens eft conftans. 

Erit ideo y~ = t; ^- - i; log.y = f . quae eft «quatio ad logarith- 
ciii. iuc« y^^ ' dx y e t 

micam. 

3». Quaeritur curva, cujus tangens datur jnagnitudine. 

Sitideo y^^O+dp^'» '■^■d^"»^' dp 



yy 



dx __ rjtt-yy) ^ _Jt _y 

c^ y yy^itt-yy) ^(ft-yy) 



- _ r4./loe y ^ynt.Mfij quaeeft aequatio ad curvam «r«- 
' -^^ ^V+n«"yy) fifon-flwdiftam. 

§. 71- 
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§. 71, Priusquam huic capiti coronidem imponam; paucinimis attingam 
quaeftionem inter mathematicos nimium celebrem, de natura logarithmorum 
quantitatum negativarum: quae quaeftio nequidem mota fuiffet, fi algebriftae 
a legitima quantitatum homogenearum defmitione Euclidea non receffiffenU 
Scilicet: rationem inter fe magnitudines habere^dicuntur ^ quoe multiplicatm fe invicem 
fuperare pafftint. Jam vero quantitas (Ita difta) negativa , quotiescunque multi- 
piicetur ( Ubc ell jiTxta genuinaih multiplicatidnis notionem, quotiescunque fibi 
ipfi addatur , *f(^u tepetatur) , hunquam fuperabit quantitatem pofitivam. Ergo 
nulfadktur mib inter quahtitates (fic diftas) pofitivas & negativas. 

Nodus autem folutionis hic eft. Algebriftae ad quantitates ipfas transtu- 
lerunt, quae ad figna tantum pertinebant : omnes quantitates in fe fpeftatae 
funt pofitivae, fed tantum aUae aliis funt oppofitae: hanc oppofitionem per figna 
j^^ ^^ defignatam non licebat ad quantitafes ipfas transferre, & quafi duos 
ordines quantitatum hoc refpeftu conftituere. Quaeftionem hanc lucide admo- 
dumenodavit, & adgenuina principia revocavit illuftris K^st^erus QLeipziger 
Magazin fiir die reine und angewandte JUathematik^ 17^6. ^tes^tiick}: qui (contra 
opinionem tum Joh. Bernoulli , tum & D.'d'Aleivibbrt) Leibnitzii & Eu- 
'tERi fentehtilte affentitur; nempe, logarithmos quantitatum (itadiftarum) ne- 
' jgativarum effe imaginarios ; feu , nuUam effe rationem inter negativas ( quas 
vocAht) quaiititates & pofitivas. Quod attinet ad computum horum logarith* 
morum imaginariorum , vid. Euler Memoires de Berlin 1749. 

Caput Septimum. 

De funSHonibus trigmcmetricis arcuum circularitmu 

§. 72. 
A nalogia, quae inter quantitates exponentiftlcs •/»*, & funftiones trigonomc-' 
tricas arcuum circvdarium, quales funt finus, cofinus, tangentes &c. interce- 
dit, jam dudum fuit a mathematicis obfervata. F^mdamenta autem analogiae 
bujus methodo fetis ekmentari & lucida (quod fciam) expofita non fuerunt; 
qua id nie praeftitiffe arbitror, fmus & cofmus cujusvis arcus circularis ex- 

preffio- 
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preffionem per hunc arcum iisdem omnino veftigiis indagando, quibus in prae- 
cedente capite inTiftebam. 

Cum fin.« ejusmodi fit ipfius z funaio., quse evan^fcit pofito 5? = q; & 
ratio «qualitatis limes fit rationis decrefcentis, quae arcum inten& finum ejus 
intercedit: finus cujusvis arcus z eft funftio ipfius 2?, talis - - - - 

Et quoniam cof.;s eft funftio ipfius z ta^lis, wt fiat i , quando « = o; mi- 
nor autem fit unitate, quando z crefcit ab zero inde usque ad quadrantem: 
^rit cof. z funftio ipfius z talis - - - - 

cof.« = i—jiz+Bz^+Cz^ + D'z'^ + E'z^+ . • . . 

§. 73. Sit itaque 

fin. X = z— Ai^ + Bz^ + Cx4 + Ux5 + Ez^ + • . . . 

crit fin.ax = ax — a^^x» + 23JBx3 + a^Cz^ + ^sDxS + 2(>Ez^ + . . . . 

fin.3X es 3X — sMx» + 33Bx3 + 34^2.4 + ^sDzS + 36£i6 4. . . . . 

fiD.4X s; 4X — 4Mx> + 43Bx3 + 44Cx4 + 45Ux5 + 46jEx6 + . . . . 



Sumtis difFerentiis primis erit (§. /. Infrod.) 
afin.|xcof.|x=x-(:^a, - i)^x2+(23 - i)Bx3+(24- 1)0x44.(25 . i)Dz5+i2^ - 1)^x64- .., 

2fin.^XCOf.|X=X.(3M5Mx2+(33-23)Bx34(34-24)Cx4+(35.25)Dx54-(36.26)£z6+... 
2fin.|XCOf.|X=X-(4a-3^)^X3+(43.33)BL34(44-34)Cx44(45.35)I>x54.(46.36)£:x64.... 



Jam vero in his aequationibus primus terminus omnium membrorum pric- 
rum, fi juxta fuppofitionem §.72. in feries explicentur, eft iz; pariter atque 
primus terminus oinnium membrorum pofteriorum, qui igitur per fe congruunL 

Sumtis difterentiis fccundis erit (^. t. fntrod.) 
^2'{\n.^z{in.2Z = ~^"(3^..i^M?^+^T3^---i05^^ + ^''(3^---iOC':s^+ . . . 
r-?^fin.?l«fin,3S = — At4^.-?'M^^ + ^"(4^--2^)5^-^+^''(4^--20C3^+ . . . 
^2^an.^i»fin.4^ = ~4t5^..3')45'+A'(5^.-3^)^s3+Ai5^..3^)C«^+. . . 

• -r" - r 

2 Atqui 
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Atqui primus terminus omnium membrorum priorum, fi juxta §. 72. ia 
feries explicentur,' continet tertiam poteftatem z^ arcus mutabilis z; ita ut 
membra haec evoluta fecundam arcus hujus poteftatem 2^ non contineant: 
proinde pofteriora etiam aequationum harum membra poteftatem z^ non conti- 
nebunt. Sed in pofterioribus membris co^jfficiens poteftatis fecundae s^ eft 
iin^jf = 1 . 2/f : proinde i • 2-^ = o , & j1 ^ o. 

Eodem modo demonftratur in ferie fin.z:=Z'^j1z^+Bz^+Cz^+Dz^+%.. 
omnes deefle arcus mutabilis poteftates exponentis paris. Sciiicet: fumtis 
differentiis ordinis 2w, quae funt + ^^^fm.^^^zfin.pz (^.tlntrod.), primus ter* 
minus omnium membrorum priorum continet poteftatem «2m+ij <ita utin his 
membris defit poteftas par z^^. 

At vero primi termini omnium membrorum pofteriorum continent hanc 
* poteftatem parem , affeftam coefTiciente , cujus unus faftor eft conftans 
A2M||2m «= 1, 2. 3. ..2m (§. 5f./«/rorf.). Quare cum potentia haec exponentis paris 
ex fecundis etiam membris debeat exulare, alter coefTicientis illius faftor eva- 
nefcat oportet; & proinde feries, qua fmus per arcum exprimitur, hujus eft 
formae fm.5; = z ^ Az^ + Bz^ + Cz^ -^- Dz^ -^- .... 

Sumtis differentiis tertiis erit (§. ) 
23fm.H«cof.|j» = lX^'^...i^)Jz^^^\^^...i^)Bz^^lX^'^...i^)Cz^ — . . . • 

23fin.3X;5COf.|jS = L\s^ ...2^^j1z^ ---^Xs^ ...2^)Bz^ — t^Xs'^ ...2^)Cz^ — . . . . 

2Hin.^'^zcof4z = l^\t^...^^^Az^^^XbK.,2,^)Bz^—ti:Xb\..z^)Cz^ — . . . • 

Quoniam prunus terminus omnium membrorum priorum juxta §. 72. ia 
feries evolutorum eft 12^, erit etiam primus terminus onmium membrorum 
pofteriorum 1«^. Sed (§.f /irtroA) An^ = 1.2.3; ergo i = 1.2.3-^» & 

1.2.3 

Sumtis differentiis quartis & deinceps quintis erit 
25fm.5|2cof.|a = A\65...i5)5«5+a'(67...i7)C2^+A'(6'...i')Z?»' + . . . . 
a«fm.5iacor.§a = A'(75...25)5a5^+A'(7^..20Ca?+A^(5'...2')£>39 + . . . . 
25fin.H2Cof.^» = A'(85...35)5«5+A''(87...30C8'+A'(8'...3')I>«'' + . . . . 

» • •• fl •• - 

Prijnus 
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Primus terininus omnium membrorum priorum eft la^ (§. 72.); ergo & ' 
primus terminus omnium membrorum pofteriorum eft 12^. Sed A^ n^ = i . 2 . . . 5 
{^.qjntrod.); ergo 1,2. ..5^=1, &\ff= 

Sumtis differentiis fextis & deinceps feptimis erit 
^27fm.7Xscof.f2==A^\8^..iOC«^+A^"(8^.a9)D^9+A^"(8»^..i^ 

^27fin.7^scof.^;s = A^"(io7..3^;C27 + A^*(io9..3^)Z?«HA^"(io^ ^.3' ')Ez' '+. . , 

Primus terminus omnium priorum membroriim evolutorum eft — iz^; 
ergo & primus terminus omnium membrorum pofteriorum eft — iz^. Sed hic 
primus terminus eft A^^^n^Cz^ =5 i.2...7C«^; proinde — i = i. »...70, 

&c '—■ 

I.2...7 

Eodem modo fumtis differentiis oftavis, & deinceps nonis, erit 
ia9 = A«ft9Z?«^ = i.2...()Dz9i unde D = 



1.2... 9' 



pariter E =• 



1.2... II 

F = — ^ — ; & generatim 

I.2...I3 

rm.z^z L,z^+ -J—z^ — ^l—z7 + .JL^z^ I_5f'i+ . . . 

1.2.3 I'2...5 I.2...7 I.2...9 1^2.. .II 

§. 74. Inveftigatio cofinus eodem modo peragitur. 
Sit nempc co(.x ca i — ^x + Bz^ + Cz3 + JDt4 + Ez5 + . . . . 
hinc coCax « 1 — o^x + 2^Bz^ + a^Cz^ + 2^Dz^ + 25£z5 + . , . . 

COf.3Z =s I _3^x + 3^Bz^ + 33^x3 + 341Jx4 + 35£x5 + . . . . 

cof.4X « I — 4^x + 4^Bxa + 43Cx3 + 44i3x4 + /^sEzS + . . . . 



Hinc fumtis differentiis primis erit 
afin.|xfin.|x = ^x — (2^. i)Bxa-:(23 - i)Cx3 — (24-i)Dx4-.(25.i)f:x5 _ . . . . 

2fin.lxfiD.|X «= ^X — (3a-22)J3x3-^(33.23)Cx3_(34.24)Ux4_(35.25)JE:x5_ , ,* . . 

2fm.|xfin.|x = ^ — (4^.3«)Bx* — (43.33)Cx3_(44-34)IJx4_(45.35)£x5_ .... 

O3 Quo- 
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Quonhm autem (§. 72.) primus terminus omnium priorum membrorum 
fion continet primam poteftatem z arcus mutabilis z, prima haec potellas deerit 
etiam in pofterioribus membris; unde erit ^ = o, 

Eodem autem modo, quo prius pro fmu faftum fuit, demonftratur omnes 
poteftates impares quantitatis mutabilis z evanefcere. Scilicet differentiae or- 
dinis imparis aw+i membrorum priorum funt 2-"^+^ ^m.^^^-Vilz^in.pz] &pro- 
inde primi termini horum membrorum evolutorum continent poteftatem parem 
;52m+2 arcus mutabilis z: mcmbra ergo priora harum sequationum non conti- 
nent poteftatem imparem z^^'^^ arcus z ; unde & membris pofterioribus pote- 
ftates hae impares debent exulare, Sed primi termini horum membrorum funt 
AaM+in^m+i^^^m+i^ feu 1 . 2 • . • 2 w + 1 -/Wis^m+i j proinde o = i . 2 . . . 2wi + 1 jlf , 
& Af = 0. Cofinus itaque per arcum exprimitur ferie hujus formae, quae pares 
tantum p6teftates ipfius z continet. 

colz ^ 1 — Az^ + Bz^ + Cz^ + Dz^ + Ez^"" + • . . • 

Sumtis differentiis fecundis erit 
2^{\x\.^zco^.2Z = ^"(3^..!^)^^^ — t:i2^\..i^)Bz^ — A'(3^..i^)a6— . . . 
2^^ivi.%zco{.y. = a"(4^..2^M^* - ^'U^...2^)Bz^ - AU^-^^Ci^- . . . 
2»fin.=^i^cof.+5 = A"(5^..3')^^^ - lXs\..z'')Bz^ - ^"(5^..3'K^'- • • • 



Et quoniam primus terminus onmium priorum membrorum evolutorum 
eft iz^ y erit etiam primus terminus omnium pofteriorum membrorum i;;*. 
SedAV=i.2 {^.q.Introd.)\ ergo 1.2-^=1, &^ = — . 

Tum fumtis difFerentiis tertiis & deinceps quartis, erit 

24fm.H«cof.4« = <(6*...a4)5^^ + A"'(6^..a6)C3* + A'\b*...ii)Dz> + . . . 
3«fm.n«cof.5a = A\7^...3':>Bz^ + A"'(7^..3<i)a* + ^X^K.-s^^Dz^ + . -. . 



IJnde erit 1«".= ^'^»4 jS;^^ _ i.2.../^Bz*; & Z? = ~1 — 

I .^...^ 

Tum 
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Tum fumtis difFerentiis quintis & deinceps fextis, erit 

'2^i\n.^lzcoL5z = A^^(8^..2^)Cs6 + a'"(8^..28)D:^8 + A^(8'^..2")F^^'^+... 
^2Hin.^izcoMz =^ ^\()\..3^)Cz^+^''X9^...3^)Dz^ + ^'^(g^'>...3'<')^^^ 



Unde erit — .i:^^ ^ i^y^n^Cz^ :?= i. 2 . . .i)Cz^ : C = — ,-1^. 

1.2...6 

Sumtis differentiis feptimis & deiqcep&oftavis, erit.pariter iz^=Ay^^'iiWz^, 

1.2...8 
Smntisdifferentiis nonis & deinceps decimis,.erit i— .i;5?®=;A«»'^£'i'tp; 

& £ = ' ? Unde tandem 

i;2...ip 

C0f.;5= V^JLz^+-L-z^ L_:56+_!_:^8^_JL_^io+.. / 

1.2 I.2...4 I.2...0 1.2... 8 1.2... 10 

§. 75. CoroOarimi. Tang.^.= ''^'^S i>^>^5 ^i.^..? . ^^>-9 

Ir^ —z'' + -J!—z^ L^^ + —!-z^-.... 

i.a »i;a.4 r.2.M 1.2..^ 

Ad fcopum praefentem non pertinet expreflionem himc J&i6laip in^&i^ 

.vertere. 

Obfervare fufFiciat, tanjg.2; exprimi etiam ^er arcum z ferie hujus formae 

Uing.z-^ z+^i^ +Bz^ +Cz^ + Dz^+ . . . .,.in qua ji^l; Sr=i^ , . . . 

€. 76. Quoniam Rn.z^^z l—z^+—L^z5^^LL^z^+^^l—z^^ .... 

elt — ^ — =1 — z^+ 3^«— — rr** ^ ::^ — ...= 

d« 1.2 M-2..4 1.2.^.0 1.2..8 

s= cof.2? (conformiter §. 49.) 

et quoniam cof.^ = i Lz^+—l—z^ ^^^+ -^^^ — 



1.2 I.2..4 I.2..6 I.2..8 

— fm. z, (conformiter §. 49.) 



eft 1^= -. :, -+-i-^3 L_^5+^,7_...= 

Az 1.2.3 1.2..5 1.2..7 

Et 
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dfin.z _ dcof.z 
Et quoniam — rs— =■ tang. z : _ s — 3-2 — , 

- cof.'2 + fin.'» dtang.*, 

^'" cof.«« ==-a^-' 

ds cof.*a 

feu -2^ = fec.*a; et ^=— i — , quod geometrice etiam fic dcmonftratnr. 
6z at i + tt 

Fig.17. Sit C centrum & C^ radius circuli, cujus arcus mutabilis fit j1XX\ Sit 

ab .<^ dufta tangens hujus arcus; & ducantur CX, CX\ quae tangenti occur- 
rant in r & I": tum centro C & radio Cr defcribatur arcus 2y, occurrens 
ipfi CX' in y. 
Erit lim.rr' : ry = I : fm.r' = 1 : fm.CT^ := CT : Cjt 
Ty :XX^ = CT : CA 

ergo Um.rr':Xr = Cr> : C^ (§. 14.) 

Sed eft lim.rr : XX'^ ^; ergo 57 = — » ^t - = _^. 

§, 77. Quoniam fmus & cbfinus funftiones funt arcus , expreffiones eo- 
rum potuiffent per theorema Taylorianum obtineri modo fequenti: 

-. .Azdfm.3 Aa;> d* fm.2 ■ A«3 d' fin.« A*'» ^'♦fm.a, 
fin.ar±A«=fm.«±_-3^ +^ -^± — -g^ +TX:^-di^^ • ' ' 

Atqui eft (§.76.) ^ = + cof.«, et l^ = - fm.;; ,, 

undeeft 4!/1M = - fm.» 
ds* 

^^ = - cof.« 

^^ = + fm.« 
da^ 

4fiHl:5 = + con« 

^^^:^. « « fm.« 
• • kitM 
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Hinc 

{in.z±Az^fm.z±~co[.z — — rm.zX cof.z+' rm.z± — cof.« yrm.z^.. 

' • 1 ' 1.2 1.2.3 1—4 1-5 i-o 

Unde eft fi°(^^)+fi"(^-^) « nn.5>-^*fm.«+ ^fm.3_^rm.«+... 

.2 1.2 I...4 I...6 

fm.(«+A>-fm.(:«-A^) ^ ^of.«^^cof.«+^'cof.*-^cof.*+.. 

2 I I..3 I..5 I..7 

feu fin.z cof.A» = fia.« — =— fin.«+ ^^fin.:» — — fm.z + . . . 

1.2 1..4 i««o 

Aa - A«3 ^5 ^7 

= — cof.«— _cof.«+ — cof.«— cof.»+... 

I 1..3 *-5 *-7 

unde cof.^z = i-^ + ^-^ + 

1.2 1...4 1...6 

ria.A:5 =^-J^ +^_J^+ 

i^ 1.2.3 1—5 1-7 

Proinde generatim cof.2=: i— !^+— _5 . + . • . . 

1.2 1.2. ..4 1.2... 6 

im. a; = 3 — 4. — + . . . . 

j.2.3 i.a...5 1.2...7 

§. 78. Vidimus (§. 59.), quod 

e^ + r-^ , z^ z^ z^ z^ 

■ ■ == I + -^ — +-^5 — + — 4--^ — + . . . . 

2 1.2 1.2. ..4 .i.2...6^ 1.2...8 

*!!£! = z+Jl-+-^ +^+ -^ + . . . . 

2 1.2.3 1.2—5 I.2...7 1.2... 9 

Series hae magnam refpeftive habent affinitatem cum expreflionibus cof.» & fm.:5. 

Etenim fi in priori ferie pro + z^ fubftituatur — «*, feu fi loco z fubftituatur 

z^ z^ z^ z^ 

zV-i] prodit i-* — H — —h ^ — .... feu cof. :»: unde 

1.2 1.2... 4 1.2... 6 1.2... 8 

eadem fubftitutione priori aequationis membro applicata, infertuf 

i+zv-i + r^v-L 

couz = ■ • 

2 

P Pariter 
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Pariter in ferie pofteriori, loco z fubftituto figno zV — i, prodit 

^— !(«— ..^ 4.^-^ — ——5 — +— ....)» feu 9^— ifin.:^: unde 

^ 1.2.3 'I.2...5 I-?-? 1.2...9 

limiliter infertur ^ — 1 fin. « == , feu fin. z = — 

2 , 2y — I 

i fzv-i — ^v-i ^ ^ ^^ fzv-i^r-^v-i 

Hinc tane.2= — -— X- ^ » feu tang.:;?^— i = ; — ; unde 

ninc Ldii^.* 7/-_i fzv-i4.f-zv-i' ^ ^zv-i + f-zv-i ' 

I +tang.«r.i : i— tang.«r-i = ^^v-i : r^^v-i *= ^2ev-i : i; 

^ I— tang.;^^.!' "" i — tang.«r-i 

^ _ ^ _ loe i + tang.g/^-i ^^ formula continetur fundamentum calculi 
^ 2^ - 1 I — tang.2 r- 1 

logarithmorum quantitatum (ita diftarum) tam negativarum quam im.aginaria* 
rum (vid. §. 71.). 

Obferuatio. Formulae exponentiales imagmanae col.« = ? , 

ezv-i— r-^v-i _ i fzv-i— r-zv-i f 1 i + tang.g?^-i 

fin.2= — ^r^ ' ^^"g-^^J^i^^I^+r:^^' . 2^-1 ^'i— tang.:!^r-i • 
frequentiflime in calculo integrali ufurpantur, & plurimas inveftigationes mi- 
rifice juvant. Speftari autem debent tanquam mera figna majoris facilitatis 
caufa a mathematicis introdufta; atque irrita foret inveftigatio fignificationis 
fymbolorum ^^v-i, ^zv-i, quibus feorfim fumtis nulla idearefpondet; necope- 
rationes in ipfis inftitutge ad reale quid conducere poflunt, nifi quatenus im- 
poflibilitatis figna, quae involvunt, fefe mutuo deftruunt. 

§.79. Sumto^r-i=ilog.i±^;=log.ri±|^': 

quoniam eft ^og.r^^ =-t;+|t;3 + |f;5+4t;7+^t;9+. ... (§. 6i.) 

erit 2^-1= /r-iCi-iw+if-l/^^+ii»- ) 

et 2 = <— |/3+|«5_ifr+^t9- .... 

qu« deduftio exempU loco fit utilitatis harum exprefllonum imaginariarum. 

Ad 
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Ad hanc expreffionem etiam conducit exponens difFerentialis ^ = -— 
(§. 16.) 

Inde enim eft ^ = I -« + <*- ^*^ + <»-<" + 

unde z = t -|/3 + i,5_i^r+ .i9_^fii4. 

Porro haec expreffio immediate etiam ex primis limitum principiis ded»- 

citur modo fequenti: -? ^ 

^ . ,«. r jN/-\. fcof.»(p+fin.iKpy"- t)" — (cof.«(p - rm.n(pV- 1)"» 
Quoniam(§.af./»/ro</.)fin.<p = i^ ^ ^ TV^i 

i^ jt, 

r (C0f.fKP+fin.lKp>^- l)"n — (cof.fKp - fin.«(p?^- 1 ) » 

nfin.? =»■- jir:^ 



= «fl.cof.w(p'*"^fm.»(pJ 

KVOCrO 



^-3 



1.2.3 



cof.iKp** fin.^iKp 



4. "^",^ l^cof.«<p" ■'fin.Sff.p 



f-5. 



1.2. ..4 



i(i.i)...(i-6) i. 



I. 2 ... 6 

ia-o-(vO 



1.2. ..8 



cof.iKp" fin.7;i(p 



I 
cof.»^" fin.^iKp 



j(L.i)...(i-io) ^„ 
«^» ^^" _cof.»<p-""fin."«^ 



i.a...io 



P a = cof. 
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.1.3.3 



tang.^ 



0%-)(-D-(4-D 



1.2...5 



tang.5«f 



(-D('-;)- 0-^)^,,,. 

« ,^_ , tang,'»^ 

i.a.,.7 

, (-.-)(-j)-(«-D 



tang.^»^ 

(-D(-^)-0°-D ...... 

+ - 



1.2«. .9 



1.2... li 



.tang.''»^ 



unde fafto «(p = a;, feu ® = JL« eft 
I» rm.^z = cof. « ° (tang. « 

I* 2* ^ 

('■;)('-^)-(4-;) 

1.2... 5 

(-.-)('-^)- (^-=) 

1.2... 7 

. (-D(-i->-e-^) 



— tang.^« 
tang.^a? 



tang.^ z 



I.2f..9 

^ ^^^ ^^ ^ =^tang.":* 

1.2... II - 



Qao- 
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• Quoniam aequatio haec fempcr locirm habct, etiam limites membrorum 
ejus funt inter fe aequales; fed crefcente n hi limites funt refpeftive 

z &c tang.JS — |tang.^« + |tang,5;s — ^tang.^z+^tang.^z — . . . • 
crgo z =tang.js — Itang.^^s+^tang.^a? — ^tang.7;s+^tang.^;s — . . . . 

Exempla. Sit p quadrans circumferentiae, & ;s=:|f =»45° ; erit tang.3;=: i ^ 

UIl4e X;, = X -I + i - I + i - TT + . . • . 

Sit ^ = ip = 30°: / = ^; 

i„ — I /t iiii 1.^1 I a.1 I _ I I o- 

Qjfervatio. Pofterior feries, quae priore longe promtius convergit, inpri- 
mis fuit computationi circumferentiae circuli applicata. Ea ufus Cl. Machinus 
peripheriam circuli diametri = i ad centum usque figuras decimales compu- 
tavit; & pofttillum celeb. Lagny ad 127 figuras usque eundem calciilum pro- 
duxit Cadjutus tamen aliis etiam compendiis, quae non fatis explicuit, Vid. 
Memoires de Vj^cademie des Scietites de PariSy 171 9.). Bibliothecam Oxonienfem 
Bodleianam manufcriptum pofTidere ex epiftola D. Hornsby refert ill. KiEst- 
NER (^Anfdngsgr&nde der ArHhm.und Geometrie, sfejliif. 1792.): quod ad 156 us- 
que figuras decimales continuatum rationis peripheriae ad diametrum exponen- 
tem exhibe%t; & in ii3^«cyphra D. Lagny 8 loco 7 fubftitui debere mo- 
neat. 

§. 80. Series z = ^ — ^^^ +|<^ — 7^^ + i^^ — . . . . eo citius convergit, 
ideoque ufui eo magis fit accommodata, quo minor eft /. Cum autem diver- 
gat, quando t eft unitate major: prima fpecie non videtur omnibus arcubus 
pofTe applicari; quod tamen locum habet, uti ratiocinio fequenti patebit. 

Et primum quidem feries ifta applicatur dimidio circumferentiae quadranti, 
feu arcui 45^; ubi t=^x (quamvis fatendum fit, eam tunc lente admodum 
convergere.) 

Quando autem arcus major eft dimidio quadrante feu 45° : tangens ejus 
inajor eft unitate; fed tangens complementi ipfius eft unitate minor, ac pro- 
inde complementum prioris arcus c.^.iputari poteft per feriem convergentem. 

P 3 Cla- 
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Clarifs. Euiertts artificium tradit, quo pnedifta feries fit ufui quam ma-^ 
xime accommodata ; & quod e re effe cenfeo hic breviter exponere. ^ 

Lmma. Efto arcus, cujus tangens fit pars quaepiam aliquota radii. Ar- 
cus hic dividi potefl: in duos alios arcus, quorum tangentes pariter erunt radii 
partes aliquotae, eaeque minores. 

Sit ^ tangens alicujus arcus, exiftente Tnumero integro pofitivo. Ar- 

cus hic dividi poteft in duos alios, quorum tangentes — , -^ etiam erunt par- 
tes aliquotae radii, eaeque minores. 

Etenun quoniam ^ cft tangens arcus , qui eft fumma arcuum , quorum 

7 ? 

tangentes funt — & ^; crit ^ = j- : unde (facili calculo) deducitur 

t t T x-^ 

(/_D(/ — r) = rr+ i; hmc t—r^ T^T* ^^ ^ ^^^ numerus integer, 
fiat denominator ^*— T aequalis diviforibus numeratoris TT+i; erit faftum. 

Exempla. Sit r= i, feu arcus propofitus fitdimidius quadrans. TT+i=2; 
4^X=:Il\^ / = 2' 2* Dimidius igitur quadrans dividitur in duos arcus, quo- 

rum tangentes funt 1 & ^ radii. Summa horum arcuum, ferie praecedenti 
promtius convergente computatorum, erit dimidius quadrans. 

Sit nunc r= 2; Tr+i =5; 1~tZI'i'' ^tZjll' ^^^^^^^ ideo dimi- 
diae circumferentiae dividitur in tres arcus, quorum duorum mutuo aequalium 
tangens eft |,'& tertii tangens eft f . 

Si..andemr=3; rr+ , = .c; fZ?:.':?', t"' 'iz.ttl^l- 

Proinde quadrans dimidiae circuniferentiae dividitur v; gr. in quinque arcus, ut 
fequitur: ^p = 2arc.tang.^+iarc.tang.|+2arc.tang. |. 

SufFiciat, hujus methodi principium breviter expofuifie. Qui plura volue- 
rit, adeat Commentarios Acad. imp.Rtrop. ad^mn. 1737. & Bertrand Divelopement 
de la partie elementaipe des Mathematiques. 

§. 81. 
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§. 81. Ponnute differentiales capite hoc traditae (§. 76.) felid fucceffu 
ad inveftigandas proprietates linearum transcendentium, funftiones circulares 
invplventium , adhibentur. Sufficiat, exempli loco de cycloide dicere, xujus 
tam frequentes & eximiae in mathefi mixta applicationes occurrunt. 

Sit AB axis, & BD bafis cycloidis AMD. Sit jINB femi-circulus fuper Fig.i8.a 

axe AB tanquam diametro^defcriptus; & refta MPaxi ordinathn appHcata cir- 

cumferentiae liujus in N occurrat. Eft MN = arc. jfN. Sit AB=^ zr, AP=x^ 

MP = y; erit itaque y = V{2rx^xx) + rarc.fm.v.ii: unde 

r 

4y _ r-x r _ 2r-x ^ y>2r-jg ^ Y^Qirx-xx) 

Ax TT^^rx-xx) Tr(jirx'xx) VX^rx-xx) '^ x '^ x * 

~ = cot. ANP. Sit MT tangens cycloidis in Af ; eft ^ = cot TMP («. 41) ; 
jiF ax x^ T y 

quare cot. TM P ^ cot. ANP; TMP^^ANP; & proinde MT eft ipfi NA pa- 

rallela. 

Si effet y = V(^2rx-xx) + i?arc.fin. v.i!^; effet 

r 

IZ = .^ ^'^ — r+;;77- -x = n. f ^^'^ n ' unde cycloidum contrafta- 

dJC >^(2rAr-ArAr) r (2rx-A;x) 7^(2rx.j:jr) ^ 

runoi & protraftarum tangentes determinantur. 

Caput Octavum. 

De Jumma et differentia duarum quamitatum expofientialium 

in faUores refolvefida. 

§. 82. 
^ummae & differentise e^^ + ey duarum quantitatum exponentialium f«, fX, 
in faftores refolutio tanti eft in calcuUs fuperioribus momenti, & adeo foecun- 
das fuppeditat applicationes, ut ei evolvendae merito mathematici ftuduerint; 
quos inter eminet celeb. Eulerus in IntroduSfione ad Analyjin infinitonm aliasque. 
Cum autem Euleriana methodus notione infiniti innixa minus mihi arrideret; 
optabam, ut refolutio haec ad genuina & elementaria limitum principia poffet 
reduci. Quod me praeftitiffe opinor in differtatione infcripta: Sur la Decompofi' 

tion 
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tion de ta fomme &f de la differeme de deux puijfdnces i expofms queleonques de ta bafe 
des logarithmes hyperboliques , dans te but de degager ectte decompojition de toute idie ds 
Vinfinu {Memoires de f Acad. de Berlin, 1787—1788.) Et cum dinertationis hujus 
objeftum cum calculorum fuperiorum principiis ita arfte cohaereat, ftriftim iUud 
hic exponere e re efle cenfui. 

§• 83. Per theorema Cotefianum (§. ad Tnfrod.) eft 

(i + iy°+(i— y"= (1+ -)'-2(i+^)(i-^)cof.L^+(i.iL)' 
^ 2»^ ^^ iff^ ^ an-^ ^ a»-''^ a»^ 2» ^ a»'^ 

X (i + -)*-2(i+-)Ci--Jcof.-5.^+(i-~)' 
2»»'' ^- 2»'^ 2»r 2» an^ 

X (i+ii)'-2(i+-)(i-i-)cof.;i7r + (i. iL)* 
X (i+^)'-a(i+^)(i.iLJcof.5^V+(i.iL)* 

Tnr 2n^ ^ 2n/ a» 2n^ 

= aCCl . COf.— TT) + ^ ( I + Cof. — TT )") 

^ 2» 4«»"^ 2n '^ 

X aC(i-cof.^7r)+^(i+cof.i-7r)) 
^ 2» 4»n 2» "^ 

X 2C(i-cof.i.7r)+:^(i+cof.A^)) 
^ 2» 41W1 2» ^ 



. X ((i.cof.?!!:l7r)+i^(i+cof.?!^V)) 

^ 2li 4»» 2» ^ 

;4'>fifl.^i;^.fm.^A;;.fm.^-l/;...fm.^?^;^xC(i+— cot^ip) 
2» 2» 2» 2» ^ 4«» 2» 

X (r+^cot^-ii7) 
^ 4»» 2» 

X (i+i^cot^.A;7) 
"^ 4nn 21» 



X (x+iicot.»^p)) 
^ 4«» 2« ^ 



Hinc 
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Hinc (§.af./ii/ro(f.) — ^ \^^^^'''''- Ttf^ 



X (i + — cot^l-p) 

4«» 2» 

X (1+i^cot^i.p) 

4«« 2» 



, , XX ^ o2«-I x\ 

X (l+ COt* f) ) 

4»» 2» X 



Quoniam autem haec aequatio femper obtinet, limite.s etiam membrorum 
ejus funt inter fe sequales. Atqui aufto » (§. 57.) limes prioris menabri eft 

^^^^^; &(§.75.)limitesfaaorumi + -^cot^— p funt refpeftive i + ^^ 



^nn 2» PP 



^rnt 2 3 



XX 



I + — cot^^p I + 

4«« 2» gpp 

I H cot^^^p I + - — ~ 

4//» 2» 25J^P 

I + -_^C0t^^-/7 I H 

4«» 2» 49/^/7 



Ergo (§. 21.) limes pofterioris membri eft 

Proinde '-l±i:^ = (i + ^(i + -^yO + —)(j+ ^) • • • • 
2 ^ fP-^^ 9Pr^- 25Pr^ 49/^/ 

• } 
§. 84- Per theorema Cotefianum ('^.ad.lntrod.) eft 

Q X (i+ 
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X (l+i)*-2(l+i)0-r)cof.^^+(l.l)* 



X (i+i)^.(i+l)(i-i)cof.3^^+(x.i)'\ 

^ ^ X<(i-cof.±7r+^(i;cof.^^)) 

X 2(l-C0f-l'7T+-ff^i+C0f.^7r)') 

a« 4»» 2» "^ 

X 2(l-C0fA^+i^(l+C0f.A^)) 
• • 

X a(i-cof.^V+f^(i+cof.?«:^^)) 
?f4«-il?n.«ii»fm.«i|,fm.' 2;,...nn.««2;,((i +if cot^i/;) 

(i + ifcot»ip) 
4nn 41 

X (i+i^cot»!/') 
4«» « 



X (i + flcot>^/)) 
4«« « •' 



= (%.ae.Jntrod,') a*((i + — cot»ip) 
^"*^ ^ 4«» » 

(I + ^cot«*p) 
4»« » 

(I + ilcofif) 
4«» « 

• • 

• • 

(I + flcot»'^/-)). 

Chim haec aequatio femper obtineat, limites etiam membrorum ejus fimt 
inter fe aequales (§. 4.), Atqui crefcente n limes differentiae 

(r + 
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(^ + ^) ^''"S^i) eft "'-'" (§. 57-) Et limites faftorum 

.>. ■> . 2 

2 

(i + ^cot^lp) funt refpeftive (§. 75.) i + — 

4fin n f ji 

XX ^ ft2 , XX 

^4«» n ^pp 

IH cof-i/ 1 + 

4»f» » W 

4«» «' 16/!? 



Ergo (§. 21.) limes pofterioris membri eft 

PP 4PP W^^ »6/»// 



gK — e-x /• . xxs/' , xxs/' , xx\/ , XX \ 

ergo = jff 1+ _)f 1 + — )(i+ — A»+T— >)• 



e^ + er* 



' §. 85. Duarum formularum -'^ in faftores refolutarum ope aliae 

^*^» + ^±y 

etiam formulge in faftores refolvuntur, quales funt == — • 

2 

<y r *+y / 



2 — « » ^V.v.* 'TtTt ^^ 9-mt 
«rJL .*->" 



30. «*—«'' I ^ ."^v^ea — r-^ 



,,H-.c-=-='a,%.<^)(..<^X-^')- 



4TT 

Q 2 Hinc 
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Hincetiam l!±i = a«C(i + ^)(i + ^)Cr + -^) 

2 . \^ TTTt^ ^ f)7i^7l^ ^ 257^71^ 

— = §^.f^ f 1+ — ^)Ci+-7 — X^+-z — ) • • - • 

§. 86. Formulae ^'^ ± «-« & ^y + ry multiplicentur id fe invicem refpe- 

ftive. 

1°. (^x^^x)(^y4.^y) ^ frx+y4.^K-y+H«-y)+r<x+y); undefafto^"^^^*' 

•^"^y — "^ 
formula ^ v + ^v -f. ^z + ^-z in faftores refol vitur. 

2®- (^x + ^x)(^y_^) — fx+y_ Hx+y)— ^x-y + KJf-y); unde formula 
fv— f-v — ^2+ r-2 etiam ip faftores refolvitur. 

30. (^x ^ ^x)(^y _^y) == ^x+y + K^+y) — ^x-y ^ r-(x+y); unde formula 

^v + rv — e^ — er^ etiam in faftores refolvitur. 

Aufto faftorum numero; haec refolutio ad longe plures alias formulas ex- 
tendi poteft. 

§. 87. Sit etiam formula f»'— 2Cof.2(p+r-x in faftores refolvenda. 
Juxta ^.af.Inirod. eft 

(1+ ~) —2(1+ — ) (l- — J C0f.2?+(l— — ) 

= (i+^) -2(i + ^)(i ^)cof.^i-+(i-^)' 

4»+2^ . ^4*1+2-^^ 4«+2^ 2«+I ^ ^n+2^ 

X r(i+_^)'-2(i+^-^)ri — ^)cof.^-^^- + (I — ^)'Y 

\ 411 + 2-^ ^ 411 + 2^^ 4n+2^ 2n+i ^ +n + 2^ J 

X /'(l + -^)'^2(l+-^)(l ^)cof.^ + (I--^)'^ 

V 4^ + 2^ ^ 4n+2^^ 4«+2^ 2n+i 4^ + 2^ J 

X r(*i+-JL.)'-2(i+-i^-)(i i_)cof.^-^.+ (I ^—)'\ 

V 4»+2^ 4« + 2''^ 4« + 2^ 2n+i "^ 4«+2^ y 

X ((z+_4-)^-.(x+--_)(i ^)cof.£!!^^ + (I !_)') 

. A 4« + 2'' 4»+2'^^ 4n+2-' 2n+i 4»+2'' -' 

= 2(1 
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V 2n+i {^n+2y^ ^n+i^ 

xari-cof.^+-^(i+cof.^) 

• • • 

• • • ' 

• • • 

• • • 

= 4«+ifm. _1 fin.» ^-'P fin.«^...fin.««^ . fin.'!^x(i+-^,cot.«.-?-_^ 

^ 2»+I 2K+i 2«+I 2n+I 2R+2 "^ (47+2)' 2«+!^ 

x(i+_fi^ cot.^:^) 

x(i+-^^cot.«^±^) 

^ (4ff+2)» 2K+I'' 

x(i+ "^* cot.'i^\ 
^ (4«+2)' an+i>' 

x(i+^--i^cot.»^) 
(411+2)« aK+i>' 

x(i+_^,cot.«^^>| 
(4n+2)» 2n+iJ 

{%ag.Introd.) 4rm.^<P X (i+^^^,cot.^_l-) 

x(i + _^^cot.»^) -^ 
^ (4«+2)- a»+2-' 

x(i + ^_^cot.'Z+?.) 

^' (4'H-2)' 2»+l' 

x(i+^-^,cot.^"^^) 

^ (4»+2)* 2»+!'' 

vri+— i^cot»'?!^?^ 

Q 3 Cum 
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Cum haec aequatio femper obtineat, etiam limites membrorum ejus fuot 
inter fe aequales (§.4.). Unde (§§. 57. 75. 21.) 

«««— 2Cof.2(pH-r-« = 4fm.(p)<:((i+— ) 

, , XX \ 

X - - - 

X - - - 

Eadem expreflio eodem modo deducitur ex refolutione ia faftores formulae 
«4^ — . 2a*"A*°cof.2^ + b2\ 

SchoRunt. Quoniam applicationes formularum hoc capite demonftratarum 
(tam ad fummationes plurimarum ferierum, quam ad varias exprefliones fun- 
ftionum circularium & logarithmicarum) ab Eulero aliisque mathematicis 
ita traditae funt, ut nihil, quod defiderari poflit, relinquant; mihi fufficiat, 
eas ad vera fua principia revocafTe, & deduftionem ipfarum ab indeterminata 
& obfcura infiniti notione liberaffe. Vid, inter alios Euleri Introdu^o. Cap. 
. IX. X. XL 

Caput Nonum. 
De infinitoy quod vocanty mathematico. 

§• 88- 
Kg.ii. S^xt elipfis conica, cujus aequatio eft yy = __(«— -xaf), abfciflis axis ex cea- 

tro fumtis. Dufta tangente Jfr, quae axi in T occurrat, fit Pr=— (— — jf) 

(§.42.). Fiat X = o = ox«; erit Pr= — (^ — o)«=-~ = — ^xo. 
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Gemratim. Sit ellipfis cujusvis ordinis, cujus aequatio yWss—^am— jic>n); 
erit />r= — (ox — ); &faao* = oxfl, eritjpr^— ax— . 

Cum exprelTiones -i- , — frequentiflime a mathematicis ufurpentur, & 
in calculis praefertim fuperioribus faepius occurrant: e re efle cenfeo (prius- 
quam ulterius progrediar) veram horum fymbolorum fignificationem expende- 
re, & meam de illis fententiam profiteri; eo magis quod de indole ipforum 
inter mathematicos non omnino convenit, pluresque etiam infignes & aliunde 
fummopere commendandi fcriptores opinionem de illis amplexi funt, quae cum 
fenfu-conununi pugnare videtun Quod ut faciam, quantum potero, accurate 
& luculenter, a familiari exemplo fequente ordiar. 

§. 89- Duo viatores -^ & JS, dato intervalio Z? a fe invicem diftantes, 
in eadem refta, datis velocitatibus , verfus eandem plagam progrediantur; ita 
ut unus eorum A alterum B perfequatur. Tres heic, quod ad rationem velo- 
citatum viatorum attinet, diftinguendi funt cafus. 

1°. Viator ^ celerius progrediatur quam viatorjff. Hoc cafu intervallum, 
quo duo viatores a fe invicem primum diftabant, continue minuitur, donec ji 
ipfmn B attingat ' 

a®- Ambo viatores aequalibus progrediantur velocitatibus. Hoc cafu in- 
tervallum, quo duo viatores primum diftabant, idem femper manet; utcunque 
diu progrediantur , & utcunque magnam viam ambo emetiantar. 

3°. Viator -^ lentius progrediatur altero JS. Hoc cafu intervalium, quo 
duo viatores primum diftabant, continue increfcit; & tanto majus fit, quo 
diutius incedunt. lidem viatores aut potuerunt anterius proficifci ex uno eo- 
demque punfto, ad plagam fito oppofitam ei, juxta quam progrediuntur; aut 
illic fibi jam mutuo occurrifle ; aut denique in eo punfto fibi mutuo occurre- 
rent, fi uterque retrogrederetur. 

Hinc dato intervallo, quo duo viatores a fe invicem diftant, datisque ve- 
locitatibus, quibus progrediuntur; fi quaeratur locus occurfus ipforum mutui; 
priusquam quaeftionis propofitae inveftigatio fufcipiatur, inquirendum eft , utrum 

pofli- 
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poflibUis fit, nec ne; feu inquirendum efl: in rationem velocitatum, qua prge- 
difta poflibilitas aut impoflibilitas determinatur. Algebrifta autem non femper 
ita caute procedit, neque femper praevium hoc examcn infl:ituit. Univerfali- 
tatis (nimio quandoque) ftudio impulfus formulas quaerit generales, quas ad 
omnes omnino cafus fleftere fatagit, & iis etiam applicare, ad quos non qua- 
drant; quod hoc ipfo exemplo patebit. 

Sint nimirum ^, v, velocitates datae duorum viatorum ^, j5, intervallo 
e» D primitus invicem diftantium, & juxta eandem plagam progi-edientium , 
ita ut A ipftim B perfequatur. Velocitate ^ pofita majore quam v ; quando 
viator A alterum B attingit, erit 

via ab B percurla D x -^ 

V 

- - -^ - - Z? X pr— ; & formulae hae apte omnino repraefentant 

cafum, quo /^> i;. 

Algebrifta autem , omnes univerfim cafus una eademque formula complefti 
fatagens, quaerit etiam : quid juxta eas fiat, fi /^^ «^? 

Cafu autcm, quo V^ v^ exprefliones fpatiorum ab utroque viatore percpr- 
forum transformanturMu hanc i^ x ^; cu^us fignificationem definire oportet. 

Ut cum fenfu communi refponfum hoc algebrae conveniat, aliter illud in- 
terpretari non poflum , nifi dicendo : illud indicare exclufionem feu impoflibili- 
tatem occurfus mutui viatorum. Algebraifta autem de occurfu mutuo loqui. 
pergens, dum de illo agi amplius nonpoteft, viatores fibi mutuo occurrere in 
diftttntici infinita pronuntiat. Quae loquendi forma riteexplicata nihil aliud figni- 
ficare poteft, quam locum occurfus mutui viatorum hoc cafu aflignari non pofle; 
nec uUibi unquam viatores fibi mutuo occurrere. Symbolum igitur ^, quod 
formulis praecedentibus cafui huic applicatis introducitur, de impoflibilitate quae- 
ftionis nunc propofitae nos monet, eodem prorfus modo, quo figna T^— i, 
V— I impoflibilitatem docent folutionis & repugnantiam mutuam conditionum 
problcmntum , quorum tanquam poflibilium traftatio algebraica figna illa intro- 
ditcere coejit. 

Quam- 
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Quamdlu P^> t;; diftantia occurfus viatorum a locis, equibUs egredi po- 
nuntur, pendet ab intervallo D horum locorum. Fafto autem /^= «;, impoffibi- 
litas occurfus mutui eadem manet, quodcunque fit intervallum D, quo primi- 
tus fejungebantur; & abfurdum eflet dicere; impoffibilitatem hanc fieri duplam 
aut triplam , prouti intervallum illud fit duplo aut triplo majus. 

Quod ad tertium cafum attinet, quo f^<v; formulae praecedentes fiunt 

^(^~^-), quaetransformantur inhas ^T^ > & indicant: pun- 

ftum occurfus mutui nunc jacere ad plagam oppofitam ei, verfus quam viato- 
res progrediuntur; neque in parte anteriori, fed in parte pofteriori efle quae- 
rendum. Quoniam autem cafus hic ad praecipuum traftationis praefentis obje- 
ftum nonpertinet, breviter de eo in fequentibus agetur. 

Exemplum allatum adeo luculentum eft, ut fupervacaneum foret diutius 
rei huic immorari, nifi ea, utut per fe fimplex, pluribus inanium loquendi mo- 
dorum tricis involuta fuiflet. Liceat itaque idem exemplum fub forma tantil- 
lum diverfa, eaque geometrica, exponere. 

Problejna generale hoc eft : datam reftam in ratione data producere. 

Sit ^B refta magnitudine data, producenda ad X usque, in direftione Eig.19. 
quae tendit ab ^ verfus B; ita ut reftae AX^ BX fint inter fe in ratione datsi, ^ * 
quam habent lineae a& b. ^ 

ConftruSfio. Ex punftis ^, B ad easdem reftae jtS partes ducantur duae 
re6tee Ja, Bbj fibi invicem parallelae, & in data ratione iinearum a, b. Jun- 
gatur ab refta, quae (fi fieri poffit) datae AB produftae occurrat in X. Hoc 
erit punftum quaefitum. 

Ut punftum X jaceat verfus plagam propofitam, oportet, fit Aa^ Bb. 
Sed fi Aa<,Bb, refta ba occurrit datae AB verfus plagam priori oppofitam pro- 
du6tee. 

Sit autem Aa^M^Bb. Quadrilateri AabB lateribus Aa , Bb pofitis fibi invicem pig. 19. 
aequalibus & parallelis, quadrilaterum hoc eft parallelogrammum (El. I. 33.); ^^' 
proinde lineae AB, ab fibi mutuo occurrere non poflunt. Quod fi paraHelae efle 
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dicantur reftae, quae fibi mutuo in diftantia infinita occurrunt, idem erit, ac fi 
dicatur : eas fibi mutuo nullibi , feu non occurrere. 
tig.19. Ut calculus conftruftioni piaecedenti applicetur, datae AB per punftum b 

parallela agatur, quae re£teey& in a occurrat Triangulaflfl'6, aJXy bBX [nnt 

invicem fmUia ; proinde -; ; ^ Z ^. ; /J; feu ^J : l Z fs \ H' 
JX^ jiB y^ 



X 



O 



unde ^ , 

BX^ jiB y. _. 

a — b 

Cum calculus hic nitatur triangulorum aab, oAX, bBX fimilitudine, 
omnino exiftentiam eorum triangulorum fupponit; quse cum non exiftant, quan- 
do punftum a incidit in punftum a^ feu quando Aa = Bb; mirum videri non 
debet, coaftam calculi ad hunc cafum applicationem , utpote fundamento fuo 
deftitutam , ad impoflibile deducere. 

Si elTet punftum occurfus eo cafu, quo Aa & Bb inter fe funt aequales; 
eflent etiam jiX & BX invicem aequales : cum tamen quantitate data AB dif- 
ferre fupponantur. Abfurdum hoc non moratur infiniti fautores, qui duas ma- 
gnitudines infinitas invicem aequales manere ftatuunt, fi una illarum (vel utra- 
que) finitam patiatur mutationem. Genuinus formulae hujus loquendi fenfus 
alius efle non poteft, quam hic: Sint ducs quantitates mutabiles^ quarum uiraque 
major reddi potejl quacunque quantitate propofta, & datajit dtfferentia prcediSlarum quan^ 
titatum ; ratio cequalitatis limes eft rationis decrefcentis majoris ad minorenu Hoc patet 
cx ipfa conftruftione praecedente. Data enim ratione quacunque Aa : Bb ma- 
joris adminorem, ututparumab ratione aequalitatis diflerat; fiat Bb ^^ , feu 

fiat^a:fi/^'^j^^;^^; duftaa^'occurretipfi^5produftaein-X'; &rietAX':BX'^ 

Aa : Bb'^\^\ L. Idemque facile methodo mere algebraica demonflxatuf. 

Fir.T9. Negatio occurfus linearum AB, ab nititur aequaUtate linearum Aa, Bb, 

^^* feu valore (180°) fummae angulorumjB^a, baJ; nec ad ejus exclufionem quic- 

quam confert magnitudo lineae AB: & quemadmodum idea parallelismi dua- 

rum 



Digitized by 



Google 



13« 

rum reftarutn unica eft, ita etiam dici nequit impoflibilitatem occurfus mutui 
duarum linearum AB^ ab majorem efle aut minorem, prouti linea AB eifl: major 
aut minor ; feu fignum impoflibilitatis \ eft fignum unicum , quaecunque fit 
quantitas a, quacum per multiplicationis figiium conjungatur; eodem prorfus 
modo, quo omnia figna imaginaria aY" — i ad unicum V — i commimi mathe* 
maticorum confenfu reducuntur^ 

§. qo, Geometricam problematis propofiti (utut elementaris) evolutionem 
eo lubentius expofui, quod liaec ipfa quaeftio, aut aliae ipfi affines, fub falfo 
obtutu confideratae, variis loquendi modis (meo quidem judicio fenfucaflis) 
anfam praebuerunt Dicunt v. gr. algebriftae, lineam reftam circulumefle, cu- 
]us radius eft infinitus. Uno aut altero exemplo indicare fufficiet, quid fibi 
velit ejusmodi loquendi modus. 

Sint duo punfta pofitione data. Notum eft : reftam , quae bifariam & ad 
angulos reftos fecat lineam reftam punfta data jungentem , locum efle omnium 
punftorum ab liis punftis aequi-diftantium. Nempe non modo quodvis pun- 
ftum in perpendiculo hoc fitum aequi-diftat a duobus punftis datfs; fed etiatn 
quodvis punftum extra hoc perpendiculum (in eodem plano) fitum inaequali- 
ter diftat ab his punftis. 

Notum pariter eft (vid. Apollonii perg-ei Lota plana L.II. Prop. 2.) : circum- 
ferentiam circuli locum efle omnium punftorum, quorum diftantiae a duobus 
punftis datis funt inter fe in ratioue data a ratione aequalitatis diverfa. 

Duos hosce cafus , utut inter fe diverfos , & ab antiquis geometris fedulo 
fejunftos, fub uno complefti fatagunt algebriftae. Cum radius circuli, cujus 
circumferentia eft locus propofitus, eo major fiat, quo ratio data, a ratione 
?equalitatis diverfa, ad eam propius accedit; & quemadmodum ratio data ad 
rationem aequalitatis propius accedere poteft quam ratio quaevis propofita a ra- 
tione aequalitatis diverfa , ita etiam radius praedifti circuh quacunque linea data 
major fieri poflit: concludunt inde, quod, fi ratio data fuerit ipfa ratio aequa- 
litatis, radius circuli fiat infinitus. Sed hoc cafu locus propofitus eft linea re- 
fta; ergo ^dicunt,) lineareftaeft circulus, cujus radius infinitus. Cum autem 
hoc cafu idea circuli neceflario conneftatur cum difcrepantia rationis datae a ra- 

R z tione 



Digitized by 



Google 



tione «qualitatis, fublata hac difcrepantia tollitur etiam idea circuii. Qui di- 
cit, lineam reftam efle circulum, cujus radius eft infinitus, de circulo loqui- 
tur, cujus neque centrum neque radius polfunt aflignari; dicit itaque, lineam 
reftam circulum efle non circularem. 
FiR.19. Scilicet: fit difl:antia -^5 punftorum ^, B = D; & fit ratio data aequalis 

rationi a : /^, a ratione aequalitatis diverfae. Secetur jiB in punfto x, eadem- 
que producatur ad X usque in ratione data. Bifecetur Xx in Z; erit Z cen- 

trum, & Zx radius circuli propofiti. Fit Zjc = D x — — -.- 

a-b.a+b 



i^. 



a-b.a+b 



BZ ^ D X — ; 7 ; unde inferunt 

a-b. a+b 

algebriftae, Zx, AZ, BZ infinitas fieri, quando a=^b; cum dicere debuiflent, 

nullum efle radium, nullum centrum. 

Idem valet de aliis quibusdam locis ad circumferentiam^ circuli. Sint 
V- gr. duo punfta pofitione data, ad quae ex punfto quocunque agantur reftae; 
& data fit differentia fpatiorum, quae ad quadrata harum re6larum datas habent 
rationes, inter fe inaequales. Locus praedifti punfti etiam eft circumferentia ^ 
quaedam circuli (Apollonii pergjei Loca pbna L.lLProp.4.). Sed fi rationes 
datae fmt inter fe aequales, locus punfti iliius efl: refta pofitione data. Unde 
iterum concludunt algebriftae, lineam reftam circulum efle, cujus radius eft 
infinitus; cum antiqui geometrae cafum hunc ab altero diverfum feorfim pariter 
traftaverint. 

Atque hic rurfus fe offert fraiplidtas ideae impoflibilitatis. Quemadmodum 
cnim linea refta ita eft unica, ut omnes lineae reftee mutuo congruant; ita 
etiam impoflibilitas curvatuxae fitunica, dum contra nuUus eft iimes variorum 
graduum curvaturae. 

§.91. Quam de vera fymboli | fTgnificatione profefliis fum fententiam, 
altero exemplo, eoque mere algebraico, confirmabo* 

Sit 
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Sit fraaio 



I I 



6ra x^b 

Hinc per fra6tionem ~ utrinque multiplicando^ fit 
(x-ay.x-b a^b x-a^ 



b'a x^a^x^b 
_l i_ 

a-& 'jc-a* 



a-6^ AT-a 

Fraftio igitur — ^ — -, cujus denominator faftorem duplicem jt-a« con- 
tinet, nequitunice refolvi in fraftiones, quarum denominatores faftoribus fim-» 
plicibus jKT-a, x^b aequales fmt. Sed refolutio fraftionis illius neceflario conti- 
net fraftionem, cujus denominator eft faftor duplex x-a^. 

Proponatur autem fraftio ^ , cujus faftores denominatoris 

jc-a.jf-a.Jc-& ^ 

jc-a, jc-a*, aut reipfa inaequales fint, auttanquam tales traftentur. Erit 

I _ I I 

gc-a*^-a'.j(r-6 a^a.a^b jc-a 

+ 1 TT r 

a»a.a^b x-a 

6-a.Zr-a jc-fr ^ 

Tumfiat a=ia; erit ^ = — f — -. JL = x._£ J_ 

x-a.x^a.x^b . a^a.a^b jc-a ® a.a-* jc-a 

+ -T -T-;'- j ±1*- r— — 

a-a.a-£? jf-a fl.a-6 jc-a 



b^a.b^a x-b b^a^^x^b 
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Proinde introduftione fymboli § monemur , refolutionem funftionis 
^ . ^ in fraftiones, quarum denominatores fint faftores fmiplice$ Ar-a, 

jc-i, efle impoffibilem, uti jam vidhnus. 

Hoc cafu, utad veram refolutionem perveniamus, conjungend» funt duae 

fraftiones «-«'•«-&'-^-^ , confiderando faftores ^I^[^I^»f tanquam . refpeftivc 

a-a. a'-6 JC-a 
diverfos. Erit 

I afl-a'a'-&CQ-a)-Jc(q-a') a+g-fe-JC 

'^''^fl-a' a-6.a'-f^.^-a.jc-a "* a-6.a'-6. ^-a.jif-a' 



I I ^ i_ 

a.6-(Ar-a') a'-f^*Ar-a.j:.a «-* JC-a* ^^^,^ ^__^ /, — ^* 

'.a-Z^.Jc-a. jc-a — _L__ JL. —_—.-— 




a-& 



a^b.a^b' x-a a-b^ x^a 



Idem dicatur de aliis fraftionum refolutionibus. 

§. 92. Tranfeo ad exemplum geometricum, & rei praefenti omnino ac- 
commodatum. 

Cum in omni triangulo (redtilineo) angulorum internorum fumma gequa- 
lis fit duobus reftis : fi detur fumma duorum angulorum intemorum , ad trian- 
guli poffibilitatem requiritur, ut fumma minor fit duobus reftis. Proinde 
omnes caiculi in triangulis, quorum fumma duorum angulorum datur, inftituti 
cum hac propofitione fundamentali debent confentire. 

Sit trianguium, cujus latera fmt -rf, 5, Cj 
& aqguli ipfis refpeftive oppofiti a, A, ^ 

Anguli b&c, & latus J dentur magnitudine; erit 

. fin.6 _ . fin.^ ^ J {in.b 

-^ "^ ii^ "" fm.i8o^-Cb+0 fi°-*+^ 

P _ . . = ^JIHiL., quae cxpreffiones verae funt^, 

^ "* {m.b+c 

quamdiv. & + r <! igo^* 

Sit 
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Sit b + e^ igo^; lineae B & C fiunt parallelae; fublato linearum JB^ C 
mutuo occurfu, fimul evanefcit omnis idea tam anguli a, quam trianguli & Ja^ 
terum illius ; & fimul omnia ruunt fundamenta propofitionum , quae nonnifi de 
triangulis aftu exifl:entibus poflunt praedicari. Algebrifl:a autem nimio univer- 
* falitatis fl:udio formulas praecedentes etiam nunc confervare, & ad eumquoque 
cafum fleftere aggreditur, in quem quadrare non poflimt. Cum fcilicet pofito 
b+ c =^ i8o°, & proinde fin.i + c = o; formulae praecedentes fiant 

o , pronuntiat : verticem ti^ianguli etiamnum fifti ab latere ji infi- 

o 
nite difl:are, ipfaque latera B & C infinita fieri. Hic autem loquendi modus 
(meo quidem judicio) aliter tolerari non potefl: , nifi quatenus impofljbilitatem 
aflerat trianguli, cujus duorum angulorum fumma fit duobus reftis gequalis. 
Haec autem impoflibiiitas a valore fummae angulorum *, c unice pendet, quae- 
cunque fit reftae A ipfis adjacentis magnitudo, & quicunque fint anguli b, c 
feorfim fumti. Attamen fi formulae, quibus trianguli latera determinantur, 
huic etiam cafui applicari poflent, quo deefl: punftum occurfus; impoflibilitas 
determinationis laterum trianguli etiamnum fifti diverfa appareret, pro diverfa 

magnitudine tam lineae y1, quam angulorum fr & ^, juxta formulas JS = ^liIb*, 

o 

C= -^— if» Unde fequeretur, lincas ab uno eodemque punfto iuxta datam di- 
o 

reftionem duftas efle inter fe magnitudine utlibet diverfas, eo momento, qua 
infinite efle dicuntur. 

Idem luculentius etiam patet, qiiando formulae, quae verae funt de fuper- 
ficiebus triangulormn , fpatiis applicantur, quae jam non funt triangula. 

Superficies trianguli, cujus latera & anguli funt ut prius ' ^' , efl: 

iA^ X llji^^llLf ; quae formula cafu, quo 6 + ^ = i8o^, & proinde fin.fe= fin.r, 
Im. b-^-c 

transformatur in hanc |^* — — Proinde fi formulas, quae de fpatiis finitis 

o 

verae funt, fpatiis etiam illimitatis applicare liceret; fpatia iJlimitata inter duas 

reftas 
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reftas parallelas extenfa forent in ratione duplicata diftantiarum harum paralle- 

larum, cum fpatia haec inter fe efTe in ratione fimplici harum diftantiarum tra- 

dantur. 

§. 93. Ut haftenus difta , quantum fieri poteft, diftinfte curvarum doftri- 
nae poflint applicari; a curva in elementis confiderata, circulo nempe, ordiar. 
Rg-»« Sit circulus, cujus centrum C, radius Cji= r. Ex punfto -ftf ducatur tan- 

gensiHT, quae radio CA produfto in T occurrat; feu fit MT ipfi CM perpendi- 
cularis , atque ex eodem punfto M demittatur ^P perpendicularis radio CA. Sit 
CP= jc; erit CT z=z —. Expreflio haec (ex fimilitudine triangulorum CMP, 

CTM dedufta) valorem redx CT determinat,.quamdiu ipfa CT exiftit Ut 

autem proportio CP : CM =» CM : CT, feu x : r = r : CTy inftitui poflit, ne* 

cefle eft, ut CP ad CM feu * ad r aliquam habeat rationem; feu necefle eft, 

(triangulo CMP exiftente) linea CPnon fit zero. Pofita igitur CP= o=oxr, 

fymbojum CT = -^ = — monet non amplius locum dari fubtangenti. Hoc 
oxr o ^ 

etiam ex antediftis fluit (§. 92.), cum hoc cafu anguli ACM, CMTsixnbo fmt 

refti; ac proinde lineae CA, JlfTinvicem parallelae. 

Idem valet de ellipfi, cujus raequatio eft y = ^T^^aa-xx). Itaque fub- 

a 

tangens PT ^ ^ ^ x; unde cotPMT = - — ^ Fa6^o x = o = a x 0, 

X a yaa^xx 

fit /T = ^, cot.PMT = Ix o; unde angulus PMT^ 90^, &c PT deter- 
o a 

minari nequit 

Ut haec clarius etiam, fi fieri poflTit, ob oculos ponantur, regrediamur ad 
definitionem fubtangentis, & admodum, quo determinavimus, eam cfle limi- 
tem (fi quis fit) fubfecantis, Pofuimus (§.39.) tangentemcurvaediametro,ad 
quam refertur, occurrei^e. Intervallum quoddam datum limes eft datus (juxta 
definitionem §. i.), ad quem fubfecans perpetuo accedit, fed quem nunquam 
attingit. Subiato tangentis & diametri occurfu mutuo, fundamenta omnia, 
quibus rationis, quam fubfecans habet ad lineam diametro ordinatun applica- 
ng«zx» tam, hmitem determinavimus , per fe labuntur. Linea JRTQ, diametro & pro- 
inde tangenti parallela, tangenti non amplius occurrit, Sublato itaque trian- 

gulo 



Digitized by 



Google 



»37 
gulo A/QQ', cujus contemplatione nitiiatur ratlocinia §. 39.; ipfa etiam haec 
ratiocinia & confequentiae ex illis deduftae corruunt. Nominatim cadit confe-" 
quentia: reftas PT, Jlfr, nonamplius determinatas, Umites effe reaarum PS, 
JgS. 

Sit /iP=^ x; PM = y; Pp = Lx; 

-,-,_„ + ^ <^ 4. ^ ddy . A£3^.d3y , 

«/' - 9 ±'—'-si + 77ap ± ixi a:^ + — 

^ ^^^^T-^ + TJ-dr» ±1x5-5:^ + •••• 

Itaque PS{^y.-£) = y X dy , A* ddy . Ax« d^y . 
^ dx 1.2 djc^ 1,2.3 ^ 

Ut aliquis fit limes r^ftae i^5, oportet, fit limes aliquis expreffionis ipfius; 
proindeque exponens differentialis ^ non fit zero. Quodfi autem ^^ = o: 
fymbolo /<S =y x i monemur, fubfecantem PS ultra onmem limitem datum, 
crefcere pofle; de fubtangente igitur non efle loquendum. 

Cafus proinde, quo tangens MT & diameter PA invicem funt parallete, 
tanquam fingularis & unicus efl: confiderandus. Scilicet ex punfto M ducatur 
refta quaecunque MSj qu3e cum tangente MT angulum faciat TMS utcunque 
exiguum. Re6la h^ec MS occurrit diametro jiPj cum fumma angulorum SMP^ 
SPM (minor fumma angulorum TMP, MPA) minor fit duobus reftis; eadem- 
que MS curv3e etiam in altero punfto M occurrit (cum jam refta iHTiCurvam 
in punfto M contingere fupponatur). Imminuto angulo TMS^ lineae -ilf^, PS 
crefcunt quidem; veruntamen magnitudo illarum definitur per hunc angu- 
lum. Neque dici poteft ( juxta definitionem §. i.) praediftas lineas limitum 
efle capaces, easdemque a lineis magnitudine indeterminatis (feu neque datis 
neque dabilibus) minus differre pofle, quam ulia quantitate propofita. 

§. 94* Quoniam frequentiffime a mathematicis ufurpatur formtda; para- 
bolam efle ellipfin infinitam, feu, cujus axis eftinfinitus; e re erit gentiinani 
locutionis hujus fignificationem declarare: quod pluribus pneftabo modis, ut^ 
quae de hoc exemplo monuero, facilius poffint ad alia fimilia applicari. / 
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Gum nempe modos inter genefeos feftionum conicarum tres fmt pr^ecipui, 
ad quos reliqui facile poffunt reduci; unumquemque illorum feorfun expendam, 

1°. Seftio conica referatur aid focum & ad direflricem. 
ng.sx* Sit-^5 refta pofitione data, & fit -Fpunftum pofitione datum; & defcrl- 

benda fit elliplis, cujus focus F & direftrix -^5, data ratione diftantiarum fm- 
gulorum ellipfis punftorum a foco -F & a direftrice jIB. 

Ex puiifto F demittatur in jiB perpendicularis FD, quae fecetur in 5 in 
ratione data; erit S vertex axis transverfi feftionis, foco F vicinior. 

Quoniam feftio conica propofita debet effe elliptica: ut vertex alter feftio- 
nis feu. ejusdem axis determinetur, producenda efl: refta DF in S\ ita ut 
DS' : FS*=: DS : SF; & quoniam DS' debet effe major quam FS\ oportet, fit 
DS> SF* Seu ut feftio propofita fit elliptica, ratio data diftantiarum punfti 
cujusvis feftionis a direftrice & a foco debet effe ratio majoris ad minorem. 

Quo pofito erit 55* axis transverfus ellipfis; bifefta autem SS* in C, erit CS 

dimidius axis transverfus, & CF excentricitas, 

Sit FD = d; fitque ratio data 5F: 5D = a : & : 

erit 5F = i X -^; SD ^ -L 
a+b' a+b 

S'F^d x~: 5'Z}=iix— , 
a-b a^b 

55" = j X ;^ , 

a^b.a+b 
C5 = rf X ** 



a»b. a+b 

ab 
a'b.a+b 

aa 



CF= d X 

quadratum dimidii axis fecundi 5Fx S'Fz=z dd x u .tf 

Quando ratio data a:b eft ratio aequalitatis : pun6fei S\ C, F* non amplius 
poffunt determinari; feu punftorum horum pofitiones funt impoffibiles, & refta- 
rum SS\ SCy SF^ magnitudines pariter fiunt impoffibiles: fcilicet curva defcri- 
benda non amplius in fe reciu^rit, ac proinde praecipuum cnrvarum ellipticarum 
carafterem amittit. Curv^ itaque lioc cafu definit effe elliptica; fed eft curva 
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fui generis, parabola nempe, quae neque centrum, neque alterum focum, ne-« 
que alterum verticem liabet. Quidicit, parabolam effe ellipfin, cujus centrum 
afoco infinite diftat; dicit, parabolam effe ellipfin, cujus centrum affignari 
nequit, feu cujus centrum nuUibi exiftit, feu quae centrum non habet Para- 
bola igitur effet elUpfis non elliptica; quod fenfu caret. Parabola igitur curva 
eft non elliptica, & fui generis. 

Impoffibiiitatem pofitionis punftorum S\ C, F*, & magnitudinis reftarum 
F^, FC, FK indicant formulae praecedentes; quae, pofito a = *, impoffibilita- 
tis figno I afficiuntur. 

Quemadmodxmi autem ratio aequalitatis limes eft rationis decrefcentis ma- 
joris ad minorem, ita etiam ratio «qualitatis limesjft rationis diftantiarum cu* 
jusvis punfti ellipfis a direftrice & a foco huic proximo. Unde parabola limes 
eft eliipfium eandem direftricem eundemque focum pofitione datos habentium, 
eodem prorfus modo, quo circulus limes eft figurarum ipfi infcriptarum aut cir- 
cumfcriptarum. 

a^. Seflionum conicarum originem in ipfo cono contemplabor. 

Sit JC^' feftio coni refti (v. gr.), plano per axem transeunte fafta. Sit Fig^ta. 
SMS' coni hujus feftio plano priori perpendiculari fafla, quodque lateribus Cjf, 
CA in punftis 5 & 5' occurrat. Erit igitur feftio communis utriusque plani t 

SS' axis transverfus ellipfis, & expreffio axis hujus eft 

Quamdiu angulus S'SA major eft angulo C: planimi SM^ lateri CA occur- 
rit; promde tam punfti S' pofitio, quam refl^ SS' magnitudo determinatur, & 
feftio eft elliptica; utcunque parum angulus ASS' (major angulo C) ab hoc an-* 
gulo differat. Atque uti angulus C limes eft anguU decrefcentis ASS' (quate- 
nus angulus hic major ponitur angulo C); ita etiam parabola, qu3e feftio eft 
coni, quando angulus -^55' definit effe major angulo C, feu fit ipfi aequalife, li- 
mes eft feftionis, quae refpondet inaequalitati angulorum ASS' & C: ac ceffatio 
feftionis mutuae reftarum SS\ CA, proindeque impoffibilitas magnitudinis reftae 
SS* denotatur introduftione figni \ in expreffionem lineae SS\ quae fit 
55' = C5x^-C5x^i2£. ' - 



fin.< 

S;^ Sit 
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Sit MP refta ipfi 55' perpendicularis, feu axi SS' ordinatim applicata; & 
^er MP agatur planum bafi parallelum, quod lateribus coni CAj CA in pun* 
'ftis By B\ occurrat. Erit WP"^ ^ BP x PB\ Atqui 



BP 
PB' 
hinc BPy.PB' 



SP = fin.5 : fin.5 

S'P = fin,S' : fin.JB' 

SPy^PS^^ fin.5xfin.5' : fin.5xfin.5'. 

' Prdportio haec locum habet, quamdiu punftum 5' aflignatur. Deficiente 

"autem punfto 5', & proinde deficiente fimul triangulo PB'S\ proportio 

PB' : S'P = fin.^* : fin.B* (quae trianguli PS'B' exifl:entia nititur) mfl:itui nori 

poteft. Sed cafus hiq fingularis peculiari etiam modo erui debet. Tum fcilicet 

*refta PB' datur magnitudine; & ex priori proportione BPiSP = fin.^: fin.B 

confequitur BPy^ PB' : SPx PB' = fin.5 : fin.5 = fin.C : fin.5 niia.on- r..^ 
feu MP^ : 5Px PB' = fin.C : fin.5 ' ^"^ ^^^ P^^ 

j)ortio ad parabolam. 

Altera proportio PB' : S'P = fin.5': fm. S' efficit S'P = B'P^^ ; & impof- 

im.o 

fibilitas reftse S'P denotatur introduftione figni §, quando 5* = o. 

3^. Confideremus denique feftionum eUipticarum & parabolicarum aequa- 
tiones a parametro ipfarum pendentes. 
Fig.aa- ^^^ iSiS'axis ellipfeos, cujus parameter fitSA Sit MPre6^ axi ordinatim 

applicata. Ducatur 5'-^, cui MP occurrat in N* 

Per naturam eJlipfis eft MP^iSPxPS^^JS^SS^^NP^PS^^SPxPNiSPxPS'; 
proinde mP^ =s SPxPN. Ducatur per A refta axi SS' parallela, cui MP oc- 
currat in Q; erit MP^^ SP^Sji—NQ), 

Quamdiu igitur curva propofita eft elliptica, feu quamdiu punfhim -S^da- 

tur pofitione; quadratum ordinatae ilfi^ minus eft reftangulo fub parametro5'^ 

& abfcifla SP. Atqui punfto P manente eodem; quo major eft refta SS\ eo mi- 

nor fit refta NQ^Q=sSPx — i j: & quemadmodum nullus eft limes magnitudi- 
# *$iS -^ 

nis reftae SS\ ita etiam nullus eft limes parvitatis reftae NQ^; feu parameter 
Sj4 limes eft reftae PNC==Sj1-'NC0, & reftangulum Sjix SP limes eft magni- 
tudinis- reftanguli SPxPN Ordinatae igitur parabolae lunites funt ordinata- 
rum ellipfium per eadem axis punfta duftarum; denique ipfa parabola limes efl: 

elU- 
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ellipfiiim eadem parametro aefcriptarum, ad quem curvae hae eo propius^ acce-« 
duntj^ quo major fit earmn axis transverfus. 

Hinc intelligitur, quomodo aequatio elliptica yyr^zx^p-^JLx), paraboli- 
'cam yy=^px co;itineat: quatenus fcilicet refta-^5' ipfi SP non amplius occur- 
rente; feu fafta ipfi SS' parallela y refta PN fit ipfi SA aequalis, & proinde N^ 

feu ^x fit zero/ 
a 

Quaecun^e de relatione, quae curvas inter parabolicas & ellipticas locum 
habet, difta funt^ applicari pariter debent ad refetionem curvas inter paraboli- 
cas & hyperbolicas mtercedentem: & quemadmodum v. gr. ordinatae parabolae 
limites funt ordinatarum crefcentium ellipfium eundem verticem eandemque pa- 
rametrum habentium; ita etiam ordinatae parabolae limites funt ordinatarum de- 
crefcentium hyperbolarum eundem verticem eandemque parainetrum haben- 
tiuflL Scilicet ih aequatione hyperbobe ^yy = x(^p+JLx), parameter data p li-» 

mes efl: parvitatis quantitatis mutabilis p-^-JLx^ & reftangulum pjc limes efl: 

parvitatis reftanguli decrefcentis x^p^ JLx); denique reftae in parabola axi or- 

dinatim applicatae limites funt ordinatarumdecrefcentiumhyperbolarum, iisdem 
axeos punftis refpondentium. 

Porro quae de feftionibus conicis difta fuerunt , facile (mutatis mutandis) 
iad alias curvas ellipticas, parabolicas, 6f hyperbolicas fuperiorum generum appli^ 
centur; quare diutius his immorari fupervacaneum efle cenfeo. 

§. 95, Alia exempla, fententiam de yera fymboli \ fignificatione haftenus • 
expofitam illuftrantia^ brevius perftringam.. 

i^. Sit aequatio hyperbolaei conicae ad afymptoton relatae xy = ab; & quae- 

ratur punftum , ubi afymptoto curva occurrit, feu ubi fit jf = o = A x o. Quo- 

niam efl: ^ = — ; fafto ^ = o = fi x o, erit ^ = -f ; proinde occurfus mutuus 

V o ^ 

curvae hyperbolicae & afymptoti eft impoflibilis. 

^quatione of = — monemur: fuperficie reftanguli alicujus magnitudine 

data, non pofle unum ex lateribus ejus ita magnum fieri, ut alterum evanefcat. 

S 3 2^ Sit 
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2^. Sit «quatio hyperbolae conicae ad axem transrerfuin relate, 

yy r= —(^xx—ad); & quaeratur tangens, quae axi occurrat in centro C 
aa 

•^ a dJf fl ?^(jifjf-afl) dy 6 x 

& ySf = fl^ = ^— ^ , unde diftantia centri a punfto, ubi tangens axi oc- 

QSf X X 

currit, eft — : quare diftantia hac magnitudine data d, fit — = rf; & x = ^, 
X X d 

Pofita autem cfssosaxo, fitjcsii, & proinde impoflibilis. Nulla igitur eft 

o 

tangjBns hyperbolae, quae axi in centro occurrat; fed puoftum, ubi tangens axi 
occurrit, eo propius ad centrum accedit, quo punftum, ex quo tangens duci- 
tur, a centro longius removetur. 

3^. Sit parabola conica, cujus aequatio eft y = ^^px; & quaeratur pun6huii 
Tparabolae, ex quo dufta tangens fiat axi parallela. 

Quoniamy=7^apAr; fit-^ = f ■ = -^. Jam vero (§. 41.) -^ eft tan- 

^ens trigonometrica (quae dicatur t) anguli , fub quo tangens parabolae axi oc- 

currit. Eft ideo — == <; & y = ^. Fiat autem tangens axi parallela, & pro- 

y 

inde nuUum faciat angiilum cum axe : erit etiam / = o , & y = — ; quod hn- 

o 

{K)flibiUtatem arguit ducendi reftam axi parabolae parallelam, quae hanc curvan^. 
tangat 

§. 96. Ne quis autem haftenus difta male interpretetur, quafi figna §, 
(^)" ab algebriftis introdufta ex mathefi profcribere velim. Quemadmodum 
alia impoflibilitatis figna 3^— i, ?^— i, a mathematicis ufurpata, plurunas in- 
veftigationes nurifice juvant, quae absque illorum fubfidio (pfo intelleftus hu- 
mani debilitate) aut impoflibiles fuiflent aut longe difficiliores; ita etiam haec 
impoflibiUtatis figna, ^, (i)", adminicula efle pofliuit & inftrumenta, quibus 
intelleftus hmnanus juvatur , ut ad inveftigationes reales poflit^^eniti. Dicam 
ideo cum omnibus algebriftis: generalem feftionum conicarum (v. gr.) aequatio- 

nem 
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nem efle yy ^ x(^p±tx) ; quseCafu, quo a = ^ = 00, fit pro parabola yy^px^ 
Spero autem, tirones verum illationis hujus fenfum & nexum ejus cum theoria 
limitum ex praecedentibus habituros efle perfpeftum ; nec ob mtroduftionem 
fdrte neceflariam fymbolorum |, (^)», feu 00, oon procliviores fore ad magni- 
tudines reales fignis hi^ fubfternen^as, *quam proni fuerint ad admittendam 
quantitatum (quasvocant) imaginariarum exiftentiam, quarum fymbola in cal«* 
culos quafi neccflario irrepunt, aut majoris faltem facilitatis caufa adhibentur. 

' Superfluiim autem cenfeo, oftendendis introduftionis fignorum horum com- 
modis immorari, quae frequens recentiorum mathematicorum ufus abunde conif 
probat. 

§. 97. Sententiam pluribus hic expofitam, quod fcilicet fymbolum ^ fi^ 
gnum fit impoflibilitatis , breviter jam attigeram in diflertatione : Expofition ek^ 
fnentaire &c. inprimis Cap. XI. pag. 158. 159. 165. Eandem profitetur ill. K^st^* 
NER in diflertatione infcripta De translatis in diSHone geometrarum, his verbis: 
„ Ex vulgato tang. n = —*- eruitur tangens anguli re£ti infinita — — — 

COl.lf 

„ Revera autem angulus reftus nec cofiniun habet, nec tangentem. Cofimun 
„ non habere utique dico, cum dico, ejus cofinum efle = o; non enim habet, 
„ qui nihil habet. Hmc facile intelligitur, tangentem etiam habere nonpofle. 
„ Tangentem anguli refti infinitam efle nihil aliud dicit, quam anguli ad re- 
„ ftum crefcentis tangentem crefcere ultra onmes Umites, ita ut cofinus infra 
„ omnes limites decrefcit. Eo momento, quo angulus fit re6his, ceflant notio 
„ tangentis & cofinus; hoc difcrimine, quod in eum ftatum, ut cofinus notiq 
„ ceflet, res dedufta fit perpetuis decrementis cofinus; in eum vero, ut cefle| 
„ notio tangentis, perpetuis incrementis tangentis.„ Ac nuperrime Celeb. 
Abbas Caluso in novis Commentariis Academice Turmenfis T. 11. idem tradit judi- 
cium his aliisque verbis : „ Que l'on demande / tang. de z. Dans ce probleme 
„ ce n'eft point la pofition de /, c*eft la grandeur de t, que l'on veut. Cette 
„ grandeur eft la diftance du point d'attouchement k Tinterfeftion de la tan-^ 
„ gente & de la fecante, qui fait Tangle z avec le raion perpendiculaire.i k 

„ tan- 
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^ tangente. Ainfi, le point d'attouchenfient demeurant, i mefure que j*en eloi- 
„ gne celui de Tinterfeftion, je fais croitre t & z. Mais je ne|puis jamais eloi- 
„,gner rinterfeftioii pour avoir « = 90©, parceque Tinterleftion de deux paral- 
^ leles eft impoflible. Or on ne peut concevoir de 'diftance d'une interfeftion, 
„ que Fon conyoit impoflible. II faut dpnc concevoir t impoflible , lorsque 

^ II faut diftinguer trois cas d'impoflibilit^. 

,, i^- Celui que nous venons de remarquer^ dans <, impoflible parce qu^bn 
^ ne peut afl^^s eloigner les extremes , qui doivent terminer la grandeur. y 

„ 2^. Celui oi\ elle eft impoflible, parce qu'on ne peut aflgs les aprocher^ 
^ dont il fuffira de donner pour exempie la cotangente de 90^. 

,i 3°. Celui oi\ un des extrdmes devroit gtre en mfime tems des deux co- 
^, t^s oppof^s de Tautre; c'eft le cas des imaginaires, dont rimpoffibilit^ a tou- 
^ jours et6 reconnug.„ * 

§. 98. Admiflb, fymbolum § fignum efle mipoffibilis; mirum non eftp 
mathematicorum conatus rem figno huic refpondentem exprimendi efle inanes. 
Methodos inter, quibus figni hujus mdolem defimre annixifunt , fequens notari 
meretur reduftio. Pofito = 1 — 1,&^ = ^, in feriem convertatur ex- 

preffio — -; erit---=:i + i + i + i + i4.. . .. Quge fenes cum fine limite 

poffit contmuari, inferunt: fignum \ fymboium efle quantitatis realis, feriei 
nempe infinitae terminis invicem aequalibus conftantis. Circa hanc reduftionem 
haec milii obfervanda videntvir. 

i<>. Quoniam o eft differentia (fic difta) duarum quantitatum invicem 

aequalium; eodem omnino jure fiet o = «— », & i = -l. =i.+i+i+i+.... 

ft-n n » » ft 

Jam vero ponatur « = ^: erit quoque | = o + o + o + o + ; quae feries 

<fi nihilorura congeriem ita 'uuucupare licet) quantitatem infinitam diftam i 
nunquam efiicere poteft. 

a*. Sem- 
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b . b^ b^ . . bn-z fth-i ^^ 



20. Sempereft -^=.+- +_ + ^+... +— + — +^. Proinde 
feries ex evolutione fraflionis — - orta ad valorem hujus fraftionis eo tahtum 

cafu propius continue accedit, quo 6<fl; ita ut fupplementum ^ eo minus 

a-b 
fiat, quo major eft terminorum evolutorum numerus. Contra, quando &>«, 

fupplementum ^ eo majus fit, quo major eft terminorum evolutorum nu- 
a-b 

merus; proindeque feries evoluta a fraftione — ^ eo magis difcrepat, quomajor 
efl: terminorum evolutorum numerus. Cafu autem, quo a = i, fupplementum 

^" idem femper manet; & proinde feries evoluta neque accedit ad valorem 

a- b 

fraftionis primariae -\, neque ab illo recedit. Quin cum hoc cafu, quoa=&, 
a-6 

a" 

fupplementum ^ feriei, quousque libeat continuatae, fit ipfi fraftioni — 

a-b ^"^ 

in feriem explicandae aequalis; perpetuo hoc ipfiusmet recurfu docemur, con- 

verfionem fraftionis — in feriem ineptam efle ad determinandam rem, quae 
a^a 

ipfi refpondeat. 

Quoniam ideo § = i + i + i + ,. . . +%; cur non liceret concludere fum- 

niam i + i + i+..-=o? Sed revera nihil aUud ex hac aequatione concludi 

poteft, nifi quod 1 = + + 0+ . . . +0 + 1, feu 1 = 1. 

Schotium. Fraftionis -JL: in feriem converfio cafu, quo A > n (& proinde 
a-6 

-JL = — ^ ^ mathematicos quosdam eo deduxit, ut quantitates (quas vo- 
O" b b ^a^ 

cant) negativas efle plusquam infinitas (a) pronuntiarent. Cum fraftionis — 7 

in 

(/x) Ipfe Wallisius, qui ad mathefeos progreffog. tantopere contnlit, nonnifi timide 
hnnc vocem primns (qnod fciam) emiiit. De rationibus plus quam inliDitis locutus 
addit: fi id fine foUcismo dici pojfit. (Vid. Arithmetica injinitoruni. Prop. CI. 
Scholium.) 

T 
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in feriem converfio cafu, quo 6> «, nihil doceat, quod ad valorem iftius fra- 

aionis, nifiratio liabeatur fupplementi a^ eo majoris, quo major eft termino- 

rum evolutorum numerus; patet, infolens illud effatum omni hoc refpeftu fun- 
damento carere. 

Cafu, quo6>fl,fraftio-^ eft — r-^, quae in feriem convergentem evoluta 

fit — r- + — +-^ + ^+TT+ ")> ^ abfurdum foret dicere, feriem hanc 

v& bb b^ b^ b^ y 

I b b^ b^ b^ , 
eandem effe cum altera ^ + — +-—+ ^ +— + . . • . 

a aa a^ a^ a^ 

Si ad 6xemplum familiare, quo hoc caput exorfi fumus (§. 89.)» redea- 
mus ' luculenter apparebit, quantum haec fententia a fenfu communi abhorreat. 
Expreffio D x -^ cafu, quo «;> A^, fit — D x — -p\ quae indicat, punftnm 
occurfus duorum viatorum jacere ad partes oppofitas iis, verfus quas viatores 
progrediuntur. Neque uUo modo concipi poteft, fpatium ab illis percurrendum 
majus effe fpatio (fifto) D x tf— = ^ x ^, quod velocitatum aequalitati re- 

fpondeat. 

Nec magis folidum eft, quod nonnuUi mathematici dicunt; hyperbolas effe 
parabolas plus quam infinitas. Parabola curva eft fui generis, ad quam, tan- 
quam limitem, propius propiusque accedere poffunt reliquae feftiones conicae, 
Et quemadmodum polygona circulo infcripta aut circumfcripta femper a circulo 
differunt; ita etiam ellipfes & hyperbolae a parabola femper difcrepant. 

Huc etiam pertinent, quae (§. 7i.).de fignorum operationum ad quanti- 
tates ipfas translatione obfervavi. 

§. 99. Admiffo, fymbolum \ fignum effe impoflibilitatis; facile intelligc- 
mus, quid fibi velint figna JL, 00", amathematicis ufurpata, quibus varios in- 
finitorum ordines diftinguere autumarunt. Quemadmodum omnes quantitates 
imaginarise,, utut exponentibus diverfis affeftae, ad fignum unicum impoflibili- 
tatis 3^— I reducuntur; ita etiam omnia fymbola — , oo», unicam indicare im- 

pofli- 
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poflibilitatis ideam afferere non dubito. Id quod uno aut altero exemplo li- 
quebit. 

Sit aequatio ellipfium y»«= — {a^-x^); y = -(am-jcw)™ Fig.xr. 

dx\ a"» 



unde fubtang. (=y^-^ A^^ — x^FT. 



Quo minor eft x, eo major eft fraftio — —; eademque tanto rapidius cre*- 
fcit, quo major eft exponens m. Ipfo autem momento, quo fit jc = o, fymbo- 
lum non majorem indicat occurfus mutui tangentis & axis impoffibilita- 

tem, quam fignum fimplex impoffibilitatis §, quod obtinet, quando w = a, uti 
in ellipfi conica. In ellipfibus variorum prdinum fubtangentes inaequaliter ten- 
dunt verfus impoffibilitatem, quamdiu aftu exiftunt; fed unico modo qam at- 
tingunt, aut in ea perfiftunt. Refta ex punfto pofitione dato duftafecundum 
innumeras leges ad eum tendere poteft fitum, quo fiat refl^ pofitione datae 
parallela; fed fitus hic eft unicus, quicunque fit modus, quo ad ilium perve- 
nerit 

Sit aequatio hyperbolarum ad axem transverfum relatarum ym=_(jc™-fl'"); 

A m 

fubtang. (=y-^) = X'-'— — Punfti igitur, ubi tangens axi occurrit, a cen- 
dy^ x^-i 

tro hyperbolarum diftantia eft a^——.: & fi requiratur, ut diftantia haec eva- 
nefcat; erit a ^ = o, feu x^i = ani-i ^ ~, jc = aj/^-.. Quo fymbolo mone- 

jfm-i o o 

mur, impoffibile efle, ut tangentes hyperbolarum cujuscunque ordinis axi in 
centro occurrant; neque impoffibilitas haec major minorve efle dici poteft pro 
vario ordine hyperbolarum. 

Quaecunque dixi de fymboli -^( = ^) inferiemconverfione, a fortiori de- 

bentad feries ex fymboli -7—? — ( = — ^ in feries converfione ortas applicari, 

(i-i)" o"^ 

qua varios infinitorum ordines declarare fuit tentatum. 

Omitto alia argumenta ex contemplatione ferierum & fpatiorum eurvilineo- 
rum dedufta: quae plerumque contradiftoria nituntur fuppofitione, dari aliquam 
quantitatem infinitam; & de quibus, occafione data, ftriftira dicere fufficiet. 

T 2 Capvt 
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Caput Decimum. 
; De quadratura curvarum. 

§. 100, 

l^urva quaevis referatur ad aliquem axem per reftas huic axi ordinatim ap- 
plicatas, & eidemv.gr. perpendiculares. (a) Superficies curvae denotet aream 
trianguli mixtilinei, quod arcu curvae & abfcifTa atque ordinatim applicata axis 
terminatur; vel aream quadrilateri mixtilinei, arcu curvse, abfciffa axis, & 
duabus ejusdem ordinatis comprehenfi. Sit reftan^ulum , cujus unum latus 
detur magnitudine, & cujus latus alterum crefcat uti abfcilTa axis. Dico: 
rationem differentialem fuperficierum curv^e & reftanguli aequalem efle rationi 
reftae axi ordinatim applicatae, quae efl bafis fuperficiei curvae, ad reftam ma- 
gnitudine datam. 
rig.24. Eflo SMM! curvaaliqua, ad axem «SPP' relata per reftas.MP, iJfP' 

huic ordinatim & perpendiculariter applicatas. Ad punftum S conflituatur refta 
indefinita axi perpendicularis. Fiant reftangula SARPj SAR'p\ quorum latus 
commune SA aequale fit reftae magnitudine datae, & altera latera fint abfciflae 
axis SPf SP\ Dico, rationem differentialem fuperficiei curvae & reftanguli 
aequalem effe rationi MP : SA. 

Etenim dum abfciffa SP crefcit quantitate pp\ mutationes fimultaneae 
fuperficierum curvae & reftanguli funt fpatia MPP*M' & RPP'r\ Complean- 
tur reftangula PP'M'm\ PP^mMf quorum prius eft curvae circumfcriptum, po- 
fterius infcriptum (ad normam §. i. Elx. 3.). 

Ratio mutationum fimultanearum fuperficiei curvae SMP & reftanguli SR 
minor eft ratione reftangulorum PAf*, PR\ feu ratione PJMT' : iS^; major autem 
ratione reftangulorum Pm, PR^ feu ratione PM:SA^ Quoniam autem ratio 
aequalitatis limes eft rationis reftarum m'p\ MP, feu reftanguiorum PM\ Pm; 
ratio reftangulorum PM\ Pft' mmor fieri poteft quacunque ratione propofita, 

quae 

(a) Si coordinatarnm angnlus non fit reftus; quaecnnque de reftangulis dicentur, trans- 

ferenda funt ad paraiielogramma aequi-angala, quorum anguli lunt anguio coordina- 
tarum aequales* 
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quae major fit ratione PM: SA; &3i fortiori ratio fpatii PMM^P^ ad reftangu- 

lum PR' minor fieri poteft quacunque ratione propofita, quae major eft ratione 

PM : SA» Proinde ratio PM : SA Ihnes eft rationis mutationum fimultanearum 

fpatiorum SMP & SARP , feu eft ratio diflerentialis horiim fpatiorum. 

Sit ideo SP = x, MP = y, SA = a, & fuperficies curvae dicatur S; erit 

iim. — = ^, feu luTi. — = V, & — = y- 
aj^x a Ax ax 

Data igitur (ex aequatione curvae) relatione Jf & y , determinatio propofita 
fuperficiei curvae ad calcuium integralem redufta eft. 

t C* tn 

Exemplum. Sit a^iy = x^; erit — = V = , & 

1. Cafus. Sit fw numerus pofitivus, & initium curvae fit in vertice axis. 

Curva propofita eft parabolica. >^Et quoniam fuperficies (per hyp.) evanefcit 

fafto Jc = o, eft C=o; unde S^ — —xy> Area igitur femi-fegmenti para-^ 

iw+i 

bolici, cujus aequatio eft y = — — , eft ad reftangulum circumfcriptimi, uti x 

w + I. 

2. Cafus. Sit m numerus negativus, feu fit yjcm = «»"+1, quae eft aequatio 
hyperbolarum ad afymptotos relatarum, Quoniam ._ = y = am+ur-m • fit 

5=0 3L fln»+i jir»+i = C ^xy. Ut cafus hujus examen fiat facilius, 

Ct AB = * ordinata, cui refpondet abfcifla <SB = a, a cujus extremo B fuma- 
tur initium abfciflarum; entiAeo y(ji+xy^ =i ba^, = a^b(a+xy^^ 

(xX 
S=^C——L amb{a+xyn^l = C— -JL. _?!!1* = C — JLy(d + jc). jam Fig. ts. 

vero fuperficies propofita ^BPM evanefcit, fafto bp = jc = o, &y = -4B = ^; 
promde C = + -JL^6, & .S= — (,ab-y(^a+x)). 

Wl- I fW- I 

1°. Sit fw > I, y(fl+A) = — LL — s= ai!^( -— ) . Quoniam autem 
^^ (a+jc)»n-i Va+jfy 

i+jc feu «SP major fieri poteft quacunque quantitate propofita; contra 

T3 ''& 
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& (—fL.) minor fieri poteft quacunque quantitate propofita: proinde ab li- 

mes eft quantitatis crefcentis ab-y^a+x^; adeoque fpatium ABSD limes 

«ft fpatii afymptotici crefcentis ABPM, quod aequare, nedum fuperare nequit, 
ntcunque magna fumatur abfcifia JBP. 

In eodem cafu fiat x negativa; unde y(a'xy^ 8= a^b^ & y = ombQi^xy^. 

Erit S = —^a^bCU-xy^i-^C) 

fW-I ^ ^J 

W-I ^ ^ 

Quoniam autem nullus eft limes parvitatis quantitatis a-x, inde ab a adzero 
usque decrefcentis: contra nullus eft limes magnitudinis quantitatum crefcen- 
tium -^, ^ ; & proinde nullus eft limes magnitudinis fpatii afympto- 
tici ad alteras partes ordinatae AB- 

Hoc cafu pofito jc = a, fit S = — L ab — L. ; quod fymbolum indicat, tam 
contradiftionem fuppofitionis, fieri pofle jp = «, feu hyperbolam afymptoto occur- 
xere, quam impoflibilitatem fpatii afymptotici limitem determinandi. 

2'. Sit m < I : erit y («+;.) = ^ ^"f .=.abx(^"'". & - 

S = -L.7if(?±fy"™— i") = ^(y(fl+Jf) — «*)• Quoniam autem nullus 
I-f» \^ a ^ -^ i-f» 

eft limes magnitudinis ipfius a+x, nullus etiam eft limes magnitudinis quan- 

titatum ^^y (^L+f)^"^; &proinde, crefcente abfcifla BP, fpatium afympto- 
a a ^ 

ticum crefcit, & majus fieri poteft quocunque fpatio dato. 

Sit autem x negativa. Quoniam y{a — xy^ = a'"*, erit ut prius 

5 = -^ iab -y (a - Jf) ) = -^ %b(\ — C^^l^ ^ : & quoniam, crefcente x a zero 
x-i» i-wf ^ ^ a ^ J 

inde 
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inde usque ad fl, nullus eft limes parvitatis quantitatum ?^, ^^l^y*""' . f^^^ 
tium afymptoticum ex altera parte ordinatae AB obtinet limitem magnitudinis, 

nempe J5_fl6, feu ^L^ABXSB* 

^ l-m i-m 4 

- I-m 

Hoc cafu eft etiam S = -l-a&^(-.) "» — 1^. Fafto y = o, fit 

5«= _I— flftr(-) ™ — ij ; quod indicat tam contradiftionem fuppofitionis , 

fieri poffey=o, quam impoffibilitatem fpatii afymptotici limitem determi- 

nandi. 

3®. Sit m = I. Hoc cafu ^ = y = J?_ , quae eft aequatio differentialis 

dx a + x 

logarithmica. Proinde S = ab(C+lQg.a + x). Et quoniattn S evanefcit, fafto 
jc = o; fit C = — log.a, & 5^= ablog^^. Proinde fpatla hyerbolica^PJif 
crefcunt ut log^rithmi rationum SP : SB abfciffarum. 

Geometricam proprietatis hujus hyperbolae conicae demonftrationem ad cal- 
cem hujus capitis differre fatius mihi effe videtur, ne principalium propofitio- 
num feries nimium abrumpatur. 

Quando m% i; alterutrum fpatiorum afymptoticorum , ordinata aliqua AB 
feparatorum,limitem habet magnitudinis. Cafu autem, quo 1»= i, utrumque 
horum fpatiorum majus fieri poteft quocunque fpatio dato. 

§. loi. Quoniam curvae paraboUcae & hyperbolicae magni funt in theoria 
curvarum momenti ; haud abs re erit earum quadraturam paulu aliter invefti- 
gare, & ad prima limitum rationum principia reducere. 

i^. Curva quadranda fit pafirabola SMM\ cujus aequatio am-iy = x^. Ad ng.24. 
verticem S ducatur tangens SA; ducatur etiam ad Af tangens curvae, quae axi 
SP occurrat in T. Ducatur ordinata m'p'; per ikf & m' ducantur ipfi SA per- 
pendiculares M^, m'q\ quae ipfis Af'/>', MP (produftis, fineceffe fuerit) itf" 
1» & fi}' occurrant. 



Reft. 
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Fig.2S. 



x5> 

Rea:.MPPm : rea.lUq(^m = MPx-Mm 
Sed lim. Mm : M'm = PT 

et MP : iJ/Q = ^I/P 

Ergo ]im.(MPxM» : MClxMm^ = /T 

= i^ 
= 1 
Proinde lim.f.reft./IfPP'»»:lim.f.reft.;ilQQ'f»'= i 

Sed fpatium parabolicum exterius SMM'q' limes eft fummae reftangulo- 
rum huic infcriptorum MQQ'm\ & fpatium parabolicum internum SMM'p' 
limes eft reftangulorum liuic pariter infcriptorum MPP'm; proinde (§. 4.) 



MCtx M'm, 


MP 


(§■40.) 


JKQ 




MQi 


(§. «4.) 


SP 




m 


(§. 42.) 


m 


(§. 15.) 



feu 
hinc 



SMMP 
SMP 
SPMQ 
SPMQ 



m 



SMMQ = I 

SMO =1:1» 

SMP = m+i : I 

SMQ = ♦»+! : m. 

2**. Curva quadranda fit hyperbola, cujus afymptotae SP, SQ, & cujus 
sequatio eft y(a +;«:)'" = 0^6. Per M ducatur tangens , quae afymptotis in r & 
T' occurrat. Siut MP, MQ, m'p', M'q' reftae afymptotis ordinatim appli- 
catae. Reftae MP, m'q' fibi mutuo occurrant in w', & reftae MQ, M'p' fibi 
mutuo occurrant in m, 

: rea.«QQ'ilf' = MPy.M'm' : MQ,xMm'. 
: Mm' = PT 

: wQ = MP 

mClxMm' = PT 
= PT 
= I 
Ergo lim.(f.reft./WfM/' : f.reft.«QQ'Af') = 1 

Sed fpatium hyperbolicum ABP'M' limes eft fummae reftangulorum PMmP 
(§.!.), & fpatium hyperboHcum JDQ(M' limes eft fununae reftangulorum 
'/•<,^o (§. 4.) JBPm' : ^DQ^M = 1 : m 
2tiam jiBPM : .ADQM = i : m. 

1". Sit 



Sed 



ergo 



Rea.MPP'm : 
Um.M'm' : 
]im.MP : 

hm.MPxia'm': 



MP 


(§.40.) 


MQ, 




MQ, 


(§. 14) 


SP 




m 


(§. 42.) 


m 


(§. 15.) 
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1». Sit 1» < I ; erit JBPOJ^ ADqm-, &ABPM-JDqM^MRBP-'ARqp 
= MQSP^JBSD. 

Quoniam JBPM : ADCiM = i : m 
JBPM : MQiSP^ABSD = i : i— w 
& ADQM : MQSP—ABSD = ♦» : i—w. 
a^ Siti»>i; entABPM<ADqM, &ADq,M^ABPJB^ARQP^MRSP 

= ABSD—MQSP 
Quoniam ^fii^-W : ADQM = i : w 
^iS/W : ABSD^MQSP = i : w— i 
& ADQ.M : ABSD—MQSP = «i : «i— i. 
3«>. Sit 1»= I. Nil aliud inde concludi poteft, nifi quod ABPM=ADQM. 
§. 102. Quadratura parabolarum & hyperbolanmi viam fternit ad qua- 
draturam plurimarum curvarum, quarum fuperftcies ab illarum fuperficiebus 
pendent. 
Sit exempUgratia % = JfJf(fl--^) , , ,. ,„ rx 

erit __=i,=-^ S-—1, W— 

Sit 5 = o, quando * = o, & fumatur fuperficies refpondens abfciflae x=a; 
ent 5 = ,^5—. 

Sit in genere 
^m+n-iy = x«n(a-*)n; erit 

d* ^ fcm+n-I 

= _i?!LCan.» a"-i;c+2 .'!:Ian-ajc»-1...5:^«-3x3+l...^»-4;c4-...) 
^m+n-r I X a 13*4 

unde « , . « « « T 

* 6S+H=^iV««+i I «+2 I 2 «H-3 1 3 «+4 

Quae feries abrumpitur, fi fuerrt » numerus integer & pofitivus. 
Curva propofita fit circulus, cujus aequatio eft yy^rr—xx; 
d5 ^ y—iTtr-xx. Formula integranda in feriem convertatur; erit 

d* U ^ 

ix 
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d^ jXX 1, IX^ L l IX^ L L 1 IX^ j 7«'® 

Sit Jp = r, & proinde S quadrans circuli; erit 
S = ^^(i— l-i — i-i~TV*y""Tf^*i""Tllo' TT — • • • •) 

hh 

Si curva propofita eflet ellipfis, cujus aequatio eft t/y = —(aa-xx); for- 
mula eadem eft faciendo rr = ^. 

Curva propofita fit hyperbola conica ad axem transverfum relata, cujus 

^«quatio eft yy = — {xx - aa). 
aa 

AS . b^^. ^ &/ .flfl tia^ III rt^ iill^' X 

^ = y = -n^*-««)=.(*-|-.-|.|-^I.|.._-^.|.,.^_^....) 

5=c+^ax*.>iog.*+i.i.i^+|.|.|.i.^^+|...|.i.^^+....) 

Sit 5=0, quando x = a; 
5=-((|xxwifl).|flfllog.-4i.i--5^^ + TV-^ 

Obfervaiio i. Hyperbolae conic3B ad afymptoton relatae quadraturam ad 
logarithmos reduci fuperius vidimus (§. loo.).* ideo etiam quadratura curvae 
hujus ad logarithmos reduci poterit, ad quemcunque axem curva referatur, 

Reipfa ex ratione differentiali — = —Vxx^aa 
^ dx fl ' 

confequitur etiam S = iflftlog. -I — "^ + ^--xVxx^m 

a fl 

2= |fl5Iog — — ^ -^-^xVxx^aa. 

jc+T^jcjc-flfl fl 

Si vero hyperbola dd axem fecundum refertur, ut aequatio fit 

yy = ^Qcx+bb), & ^ = y = tVQcx^rbby, pariter eft 

S = Iflilog. — 1-_ + iijcrxjc+ft& 
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Obfervatio 2. Ad duas formulas -- = Vaa-xx; —~ — iTxx^aa, redu- 
cuntur quam plurimae aliae formulae, quae proinde in terminis finitis integrabi- 
les cenfentur; cum in promtu fmt quadratura (appropinquata) circuli, & ta- 
bula? logarithmicae. 

Sic exiftente m numero integro formulae j^ autadduas 

5^ = x^r(xx±aa) 
Clx 

formulas praecedentes reducuntur; aut ad formulas ^J^^^ , & y-^*^^ • 

quae funt immediate integrabiles. 

Sit aequatio curvae iogaritlmiicae ^ ^ ''; ent dy • y' 

Sed ^= y 

ergo ^=-<, & 5=C-/y. 

Sit S = o, quando y=b', erit C= &<, & S = i(b—if). Quoniam y minor 
fieri poteft quacunque quantitate propofita, limes fpatii afymptotici curvae loga- 
rithmicae eft bt. Quae formulae immediate poflimt ex primis limitum principiis 

demonftrari. 

Sit aequatio generalis |cycloidum y = ?^(arjf-jfAr) + jRarc.fm.v.— . Fafto 

f'=xarc.rm.r.i, flt aro.fin.v.^ = ^- y^J^.,,y 

hinc 5 = |rrarc.fra.v. — — i(r-Jf)r(ar;f-jfx) 
+ ^jcarc.fm.v. il + J? r(a«-xx) 



— JRrarc. fm.v.— 

r 



Sit ,= =.r,aitS = 'ii|tlV. 

U » Sd- 
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Scilicet area cycloidis eft ad aream circuli genitoris, nt 2R + r : r; & 
npminatim cycloidis vulgaris area eft tripla area circuli genitoris. 

§.103, Quoniam _ = y; erit (§. 35.) juxta feriem BernouUianam 
cU 

5=w— — ^+— ^— -^ ^+ ^^ ^^y — ^^ ^y + . . . . 

1.2 dAT 1.2.3 djf^ i.2...4dj:3 1.2...5 djf"* i.2...6dA;^ 
Cum autpm quadratura curvarum una fit ex praecipuis calculi integralis ap- 
plicatjonibus , haud alienum ab re erit formularii hanc accuratius explicare, m- 
timiunque ejus cum methodo exhauftionis nexum oftendere. 

Sit curva quaecunque ad axem aUquem relata, cujus curvae fegmentum 
coordinatis x & y ferminatum denotet S. Abfcifia axis in numerum quemcun- 
que n partium Ajc mutuo aequalium divifa , infcribantur & circumfcribantur cur- 
vaereftangula ad normam §• i. Ex. 3. 

Keftae axi ordinatim applicatae, quae abfciflis x^ jc-Ajc, jc-^Ajc, jc.^Ajc, 
jc-4A;c. . . • Jc-(ii-i)Aj(r refpondent, funt refpeftive (§. 31.). 

y 

^ Ajc dy . Ajc^ ddv _ ' Ajc^ d^y , Ajc^ d^ _ ^x^ d^ 

^ Tdjc"*" ridjc^ 1.2.3 djc^"^ i.2^djc4 i:^ dAT^ ■*■••• • 

^ ^ I dJc ^ !• 2 dAT^ 1.2.3 d^^ I-2-4 d^^ 1.2..5 ^ 

^ ^TJ?^ "^ i.2djc^ "^ 1.2.3 djc3^ "^ i.2..4djc4 ^ i.2..5d55"*' 

^ ^i di^ ^ 1.2 dx» ^ 1,2.3 dAr3 ^ ^ t.2..4d]^ ^ i.2..5d[r5"*^ 

^ I dxr 1.2 djf* 1.2.3 dx3 i.2..4djf^ 1.2..5 djf^ 

Reftangula curvae circumfcripta funt refpeftive produfta harum expreflio- 
num per altitudinem communem Ax; tandemque fumi»a reftangulorum cir- 
cumfcriptorum eft fumma omnium horum produftprum, nempe 
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yLx.n =yA*.fi 

-.^^^d + a + S + ^..."-!) -4f!g(f.i. ..«-!) 

I Oa; I or 

i.a djc^ ^ ^ .1.2 aAT-^ 

1.2.3 dJf^ *—3 ^ 

i.2...5djc* I Sa-*" 

+ - - +..--., 

I d^ 

+ ^^-an^+Bnn+Cti) 
1.2 Ax^ 

_ :^df£(, 4^^„3.^Cn»+D») 
i...3d*' 

+ ^'^(•«5+B»4+Cb3+Z7»»+J&i) 
i...4dA-4 

— ^ 4!? (« «6 + 5n5 + Cn4 + D»3 +£n9 + Fn) 
i...5d*5 

+ - ■ " 

— JL^(ix«+JjcA;f) 

I d-v 

+ _L 44y(i;c3+5*«A*+CAA;c») 
i.adjf^ 

L_4!£aJc4+jJjc3iix+C*«A:c«+DjfAjf3) 

1.2.3 d*'^ 

+ ■ ' - 4!^ (1*5 +Jx4^+Cx3A;c» +I?Jf »Ajf 3 + EjeAjf4) 
i.3...4dAr4 

L_ Jfy ajf«+^;e5iix+C;c4A;ia + Dx3A;c»+£jfjfAjf4+FAAJfO 

l.2...5 3*5''* 

+ -------- 

U 3 Pro- 
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Proinde limitis fiimmae reftangulorum circumfcriptorum, hoc eft, are» 
fegmenti curvae expreflio limes eft fummae omiiiuni horum terminorum; nempe 

^ x^ dy x^ddff x^ d^y x^ d^y x^ d^y , 

!^^ r^S^^T^.sdJc* TZ^dx^^^^TZsdx^ TZbdx^ 

Eademque methodo proceditur per reftangula curvae infcripta. 

Scholiunu Methodus, qua parallelogrammorum curvae aiicui circumfcripto- 
cum fununa determinata fuit, exempli loco efle poteft methodi, qua ferieruna 
plurimarum fumma , juvante theoremate Tayloriano , ad poteftatum munero- 
rum naturalium fummas poteft reducL 

§. 104. Si curva referatur ad aliquem focum^ ut coordinatae fint radii 
veftores , & anguU, quos hi radii cum aliquo radio veftore pofitione dato com- 
prehendunt : quadratura curvae fic determinatae iisdem nititur principiis. 
F1&96. Sit SMM' curva ad focum F relata per radios veftores FAf, FM\ & an- 

gulos SFMy SFM\ quos radii veftores FMj FM' cum radio FS pofitione dato 
comprehendunt 

Centro F, radiis FM, FM\ defcribantur arcus Mm^ Mm\ ut curvae infcri- 
bantur atque circumfcribant;ur feftores circulares MFm, MFm\ Seftor curvae 
MFM' major eft feftore circulari infcripto MFm; minor autem circumfcripto 
'M'Fm\ Cum autem ratio aequalitatis Umes fit rationis radiorum FM, FM'; 
ratio aequaUtatis Umes etiam eft rationis feftorum circularium M'Fm\ MFm; 
&ii fortiori limes rationis feftoris curvae MFM\ & feftoris circularis MFm. 
Radius magnitudine datus FS fit r, & centro Fradio ^5 defcribatur arcus cir- 
cularis, qui radiis FM & FM' in punftis X &i X' occurrat Sit etiam tt cir- 
cumferentia circuU, cujus radius eft unitas; fit angulus SFM=xi angulus 
MFM':=i t^x, & feftorem curvae SPM denotet S; unde MFM' =3 AS". 
\xm.MFM' : MFm =1:1 
MFm : XFX! = MF^ : FS* 
^ yy : rr 
ergo Um.iHF-^ : XFX* = yy : rr 

feu ]m.MFM' : Irr^ ^ yy i rr 

lim. 
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lim.AS' : ^rr— =3 jfy : rr 

lim.^ : |rrxi :=2 ffu : rr 

dS r 1 

feu ^ : frrxi = yy : rr 

et _ - = — yy, qu3e eft aequatio difFereritialis fuper- 

dx 27r ^ 

ficierum curvarum ad focum per radios veftores relatarum. 

Exempla. Sit y ^rt, quae eft aequatio fpiralis Archimedeae. 

quando Ar=o; erit 5=2^ rr—^ = |yyx — = i— . NempefuperficiesfpiralisAr- 

sT^ ST r 



:3 
-^T^ '"'*' ST 

chimedeae crefcit in ratione triplicata angulorum SFMj feu in ratione compo- 
fita ex duplicata ratione radii veftoris FM & ratione fimplici anguli SFM^ feu 
tandem in ratione triplicata radii veftoris FM. 

ri-.. ^x\^ .^ rx^zm dS 1 I /•Ar\3m 

27r am+i 7T^« ^ 2W+1 •;ra«n+i ^ 2m^l tt 

Superficies igitur omnium fpiralium, quarum aequatio eft y = r/^-^ , funt in 

ratione compofita ex ratione angulorum SFM funplici, & ratione radiorum ve- 
ftorum FM duplicata. 

Sit y-^Lrt^^ quae eft aequatio fpiralis logarithmicae; erit = ^yy^^rre^; 
S^\rre» = \yy. Proinde fuperficies fpiralis logarithmicae crefcit in ratione 
duplicata radiorum veftorum, feu etiam in progreffione geometrica. 

Sit y = rfec.^fx, quae eft aequatio parabolae ad focum relatae, in qua r 
aequalis quadranti parametri. Erit ^ = ^yy = |rr fec.^|jip; imde 
5=rrtang-|x(i+|tang.^|x) = rr (tang.fjif+ftang.3|Ar). 

§• 105. 
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§. 105. Cum quadratura curvarum ad focum relatarum reducatur ad in- 
tegrationem aequationis differentialis -,- = yy: quadratura haec etiam poteft 
obtineri per feriem Bernoullianam, prouti in §. 36. extenfa fuit. 
Erit fcilicet 25* = xyy 

1.2 ax 



+ 2 

.3> 



j±.(cfy^ym 



+ . . - - . 

Si opus foret, eandem formulam ad methodum exhauftionis immediate 
reducere, & ex primis limitum notionibus inferre liceret, uti in §. 103. 

§. 106. Quemadmodum data curvse sequatio ad fuperficiei ipfius deter- 
minationem conducit; ita viciflim cognitio hujus fuperficiei poteft relationem 
coordinatarum curvae fuppeditare. Quod paucis exenlplis illuftrare fufficiat* 

Sit5=lxy;^rit^=iy + i-^^ 

atqui ^ = y; ergo y = — y+ ix^ 
ojc ^ m m djc 

et #w =5 y + x^ 

i^. Sit w = I : fit o = x^\ unde $ =3 o, & y = C Qui cafus eft re- 

djc djc 

ftanguli , cujus altitudo magnitudine datur. 

a^ Sit m>^; fit ^(»«-0=-^^; ^u ^.l=-i.i 
' ^^ ' dx' dy a? w-i y 

imde C+log. jr =2 — log.y^ 
fii-i 

log.fljc =2— 1-log.y. y=!fl"Mjc»-i. 
«-i 

Si 
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3®. Sit w < I ; fit y(i 'fff) + xjf- = o; unde (i •w)log.y + log.x =3 log.C; 



161 

Si w=32; fit y = ajf, quae eft aequatio ad lineam reftam: in reliquis ca- 
fibus curva eft parabolica, ad axem aut ad tangentem ex vertice duftam 
relata, 

yi-itij; :-2 C, quae eft aequatio hyperbolarum ad afymptoton relatarum. 

Sit ^ = , (»-,). ^ = -'^. Sedf =,: ergo, = _,&, & 
I = X^ ' ^^^'^^ ATraC— rlog.y. Sit jc=fl, quandoy=6; af=3<log.6— /log.y, 

JC & 

feu — = log.— , quae eft aequatio curvae logarithmicae. 

Curva referatur ad aliquem focum; & fit 5 = yy x —. Erit 

_ = yy xi + ^^^X^- Atqui ^=yy(§.io4): ergoyy(i.l) = ^y-^X^; 

feuy(r-i) = 2Jr^, & ^x- = -X— ; hinc C+|log.;c = J-log.y; feu 
dx dy 2x y r-i r-i 

llog.ajf = — log.y, fljc = yr-i, quae eft aequatio ad fpirales vulgares* 

Sit5 = £yy; ^^ = ^ly^ = yy; a£. ^ = y; ii.^ = i ; 
q^^' dx q^dx ^^' } djc P Ay y 

C + ^i jf =2 log.y, quae eft aequatio ad fphralem logarithmicam. 

Appendix. 
Df quadratura hyperbola conica. 

Ne feries propofitionumprmcipalium, hoc capite contentarum , abrumpere- 
tur; fatius effe ratus fum particularem hyperbolae conicae quadraturam geome- 
trice confideratam feorfim exponere, utfequitur. (Vid. §. 99.) 

§. 107. Litnma. Si curva quaecunque diametro fit praedita (hoc eft, 11 
datur refta, quae omnes re6las fibi mutuo parallelas & curva utrinque termina- 
tas bifariam fecat): dico, hanc diametrum fpatium quoque curvilineum in 
duas partes aequales dividere. 

X Etenim 
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Etenim cHrm itifcribantur & circumfcribantur parallelogranmia (ad nor- 
mam §. i. Ex. 3.). Parallelogramma haec bina fumpta ad utramque diametri 
partem funt mutuo aequalia; proinde & fummae horum parallelogrammorum 
ad utramque diametri partem funt invicem aequales: unde & limites harum 
fummarum, nempe duae partes fpatii curvilinei ad utramque diametri partem 
fitae, aequales funt. 
1^.27. Tktorema. Super afymptoto hyperbolae conicae fumantur a centro C reftee 

Ci^, CA\ CBj C5'in proportione geometrica. Per punfta -^, A\ 5, B* agan- 
tur re6lae alteri afymptoto parallelae, quae hyperboiae in punftis D^ D\ E, B^ 
occurrant. Ex centro C agantur reftae CO, CD\ CE^ CE'; dico, (eftores 
DCD\ ECE\ & trapezia j1BD'A\ jBEE'B\ effe invicem aequalia. 

Jungantur reftae ED\ E^D, quae afymptotis in G, //, G\ H' refpedlive 
occurrant. Notum eft, fore G£= D'H, G[E'=: DHt. 
Propter parallelas EB, CH eft GB : GE = Jc : tiH 

atqui G£= D'H 

ergo GB = AC\ & pariter B'G':=xAC. 

Atqui(hyp.) CA:CAt=CB:CB'=E'B':EB (quoniam CBxBE=CB'xB'E'); 
ergo G'b':GB =E'B':EB; proinde triangula G'B'E\ GBE 

funt invicem fimilia, & reftae G'E\ GE funt invicem parallelae. Ducatur CF^ 
quae reftam GH bifariam in F fecet. Quoniam GF: G'F*^CF:CF*^FH: F'H'; 
erit etiam G^P^^F^H^ Atqui GE^D'H, & G'E'^DH'; ergo EF= FD\ & 
E^F^^F^D. Proinde refta CF eft diameter hyperbolae, &^ fpatia SEF, SE'F^ 
refpeftive aequalia funt fpatiis SD'F, SDF*. Sed triangula CEFy CE^ refpe- 
ftive aequalia funt triangulis CD'F, CDF'; ergo & fpatia CES» CE'S refpeftive 
^qualia funt fpatiis CD'S, CDS; proinde & feftores ECE\ DCD' funt invicem 
sequales. 

Reftae-rfD, CD' fibi invicem occurrant in / Quoniam CAxAD^^CA^xAtD^ 
fcmper eft triangulum CAD aequale triangulo CAd': hinc, fublato utrinque 
^atio communi CAI^ & adjefto utrinque fpatio communi DID\ fit fector DCD^ 
aequalis trapezio mixtilineo ADD'A; eodemque modo fector ECE' aequalis eft 
tr»j?ezio 5iE£'^'. 

CorQU 
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Corollarium printunt' Super afymptoto Hg. a|, 

C^ fumantur abfciflae quotcunque CA, CA', CA', CA\ CA'\..CA^ 

in progreflione geometrica, & ducantur 
ordinatae " AB,a'b',a'b",a''b'',a'1b'\..A^B^ 

Omnia trapezia AB',A'B',A'B'',A''B'\A'h\..A^-iB« 

* 

funt invicem aequalia; & proinde fpatia hyperbolica ^B^ crefcunt ut logarithmi 
abfciffarum C^, CA. 

Corollarium fecundum. Datis in afymptoto duobus punftis quibuscunque jf^ 
yi^; nullus eft limes numeri abfciffarum in progreffione geometrica, cujus expo- 
nens C^ : C-^, crefcentium , quae m afymptoto produfta C-^ fumi poffunt. 
Quare nullus etiam eft limes numeri fpatiorum trapezio -^ifNggqualium, quae, 
in.fpatio afymptotico fumi poffunt; ideoque nulius eft limes magnitudinis hujus 
fpatii. 

Coroltariu^ teriium. Detur ratio CA» : CA Ratio haec dividatur in quot- 
cunque n rationes CjI' : CA fibi invicem aequales; proindeque trapezium hyper- 
bolicum AB^ dividatur in eundem numerum partiiim aequalium AB\ AJf^ 
JB\ . . . A^-iB^. Ducantur Bb' , B'b afymptoto CA parallelae , quae ipfis AB\ 
AB" in b' & b occurrant. Quoniam 
CA : CA' ^CA: Ca" 

CA' CA : C^- CA^ CA : CA 
feu AA : AA ^AB': AB, & AAxAB = AAxAb'; & fic dein- 
ceps : unde omnia parallelogranuna fpatio AB^ circumfcripta funt invicem aequalia. 
Quoniam ratio CA^: CA datur: eodem manente numero w, pariter datur ratio 
C/f ' : CA; adeoque & ratio AA : CA, feu ratio parallelogranuni ABbA ad 
potentiam hyperbobe CA x ABVin.A Et proinde etiam datur ratio funrniae 
omnium parallelogrammorum fpatio AB^ circimifcriptorum ad potentiam hy- 
perbolae; & proinde limes fummae horum parallelogrammorum feu fpatium AB^ 
eft etiam ad potentiam hyperbolae in eadem ratione data. In diverfis itaque hy- 
perbolis trapezia, duabus ordinatis, aut duabus abfciffis, quarum ratio datur, 
refpondentia, funt inter fe uti potentiae harum hyperbolarum; feu potentia hy- 
perbolae eft modulus fyftematis logarithmici ad hanc hyperbolam pertinentis. 

X 2 AppH' 
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jippUcatio I. Hinc confequitur menfura fpatii hyperiolici inter duas reftas 
afymptoto ordinatim applicatas, quarum ratio datur; comprehenfi. Scihcet 
fumatur logarithmus naturalis rationis harum ordinatarum, & per hunc loga- 
rithmum multiplicetur potentia hyperboiae. 

Jig«a% Applicatio 2- Hinc etiam fluit menfura fpatii cujuslibet hyperboHci. Sit 

V. gr. CS := a femi-axis transverfus hyperbolae, & quaeratur fpatium ESF. Sit 
Sb=^b femi-axis fecundus; & fit Sb* afymptoto CB ordinatim applicata , feu ipfi 
EB parallela; atque potentia hyperbol^e, nempe C6'x6'5fm.C, feu ^ab, dicatur P. 

ESf=:JSCF—ECS=ECF^EBb'S:=z ECF—P\os.~ = ECF+P\og.^ 

Jlo ^b 

= i:^Hog.(i - 1) = ixy+Hog.'^ = ii;.r(*;.-«)+i.M„g.^irt;^ 

= ii,r(«-«.)+i.nog.j^;^^A_. 

Caput Undecimum. 
De rectificatione curvarum, 

§. 108. 
1? atio aequaUtatis limes eft rationis arcus cujusvis curvae ad chordam fuam 
(§. 47'). Hoc principio nititur reftificatio curvarum. 

Etenim fmt jc & y abfciffa axis & refta axi huic ordinatim applicata fub 
angulo refto. Sit S arcuscurva: eft lim.A5 ; >^(Aj;» + %») = i : i 

Kg.ix. feu lhn.^:r(, + ^) = i : i 



&promde g = ni+(^^)*> 



Eadem 
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Eadem sequatio differentialis poteft etiam ex §. 49. obtineri. Quoniam eft 

^, = r\n.PMT, eft 2^= cokc.PMT: fed cotPMT = ^ (§.49.); proinde 

Quodfi autem angulus coordinatarum non eft reftus, ponatur hic angulus 
= (p; eritque eodem modo -^ = '^Ci— 2^cof.(p+(^)*\ 

Data igitur aequatione curvse reftificatio ejus ad calculum integralem re- 
ducitur. 

Exemphm i. Sit puy = -^3 , feu p^y = x^'; erit — = ir^it^lf; unde 

dx p 

S = C+ J,^^+M Sit 5=0, quando :c = 6; S^^Q^^^spy 
Proinde parabolae, aequatione pyy = x^ determinata?, reftificatio abfolute ha- 
betur. 

J rt 

Exmplum 2. Sit yy ^zaa-xx, feu y = r(aa-xx) : hinc J- = 



dAT r(aa-A:jc)' 
qu3e eft aequatio differentialis arcus circuli. Fit itaque 



dS ^ , I XX I 1.3 ^^ I 1,3.5 x^ ^ I i..,7 jc» 



djc * llll 2-^ 1.2 fl^ 2^ 1.2.3 « ^^ 1-4 «^ 

r^ T 1.0 _ JC^ T T.Q.5 j x^ 

.3'^'^ 2"* I...4 



V+- 



oa 2* 1.2 a^ 2^ 1.2.3 « 2^ I...4 «* 



Sit^,;,=:+i-i- +,^-|^-i +^-^.f ^y^i +... 

Exemplum 3. JSit yy = AP^, y^it^px, ^ = r£,- ^ = Ki+f , qua 
eft aequatio differentialis arcus parabolae. Unde erit 

W dS e '^C- -^^) 

Exemplwn 4. Sit yy = _(aa-jfx), ;t- = -^- . ff , pofito ee==a^^b^, 

aa ax a r^aa-xx^ 

qu9e eft aequatio differentialis arcus ellipfeos. Hanc formulam terminis numero 
finitis integrare, aut faltem ad arcus circulares aut ad logarithmos terminis 
finitis reducere, firuftra huc usque fuit tentatuni. 

X 3 Nume- 
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Numerator vC^ — xx)c^7^(^ — — ) in feriem convertatur; fit 

rr5!-;..)=a(«.^jL.ff-i,.^.(i)'.(fy_-L.iL3..(iy.(iy^... 

y^ee ' ^e .a aa 2^ 1.2 ^a^ ^a^ 2^ 1.2.3 ^ ^^ 

unde ^= « ri-i.-^.f£. i.-l.(£y.(fy.-\.i:3..fiy/56 ^ 

dx V^aa'Xx\ ^ aa aa 2^ 1.2 ^a^ ^a^ 2^ 1.2.3 ^^ ^«^ 
Integratio uniuscujusque termini hujus feriei reducitur ad arcus circulares; 
& nominatim, fafto x = a, quadrans perimetri ellipfeos reducitur ad quadran- 
tem circumferentiae circuli ferie regulari, quae fequitur. 

S-offft.^ ^ ^^ ^ ^ 3JL il- ^ '-3 5.3.1^^.1 1.3.5 7-..« ^* . 
^"^ ^ ^ flfl 2* 1.2 4.2 a^ 2^ 1.2.3 6.4.2 a^ 2^ 1...4 8...2 fl* 

Quae feries promte convergit, fi exigua i^erit ellipfeos excentricitas e. 

^quatio differentialbs reftificationis ellipfeos poteft etiam paulo fimplicius 

rig.2o. obtineri, ut fequitur. Sint C^, CB dimidii axes ellipfeos. Centro C radio 

Cji (v. gr.) defcribatur quadrans circumferentiae jIND, cui CB occurrat in D. 

Tum angulo yf CiNT difto 2?, erit Ci^= Afin.2, NF^acoijs, MP=bcoLz, 

^^acoU,^=^^brm.z; hinc 
dz dz 

^ = 'r(aacot.^z+bbrm.^z) = a'r(i—^lrin.H^ = byQi + ^coi.H) 
dz ^ aa "" ^ bb ^ 

.3 a^ 2*» 1...4 

Fafto « = 90 oritur eadem feries, quam prius obtinuimus. 

Vxx^ — 

Exetnptum 5. Sit yy = —ixx-aa), fit ^ = -. fi, pofito ee^bb+aa^ 

^ ^ ^^ aa^ ^' dx a yTxx^aa 

qu3e eft aequatio difFerentialis arcus hyperbolae: numeratore in feriem converfo 
integratio ad logarithmos reducitur. 

Exmplum 6. Sit y = 3^(2rjc-xjc)+rarc.fin.v.-, quae eft aequatio cydoidis 

VUlgaris. dx'' V^^rx^xx^^^YX^rx-xx) . rc^rjc-jcjc) jc ' 

^=r^, 5=2rrjc. Fafto jc=2r, 5 = 4r. 
dx X 



a(^i^\'l^m.^z^\.\~Jm^z^ 
^ ^ aa 2^ a^ %^ 1.2.3 a^ ^^ 1...4 a» 



Fit 
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Exmplum 7. Sit y = y{2rx'Xx) + 5arc.fm.v.- , quae eft aequatio cycloi- 
dum protra6biruin aut contra6tarum. 

Fit if = 'ri,RR+rr-\'2S(r.x) jjggp fjj^^jj^ reducitur ^d reftificationefli 

ax y (rr-(r-jc)') 

ellipfeos methodo fequenti. 

fiat JA^2Br', erit jf ^ . ^(^+0'-!^^) 

fiat 5= J?; ®"t ^ =* ^ ^rXR^-zzT^ ' "°^® '^ *** reftificationem eUipfeos 
reducitur. (Ex. 4.) ^ 

§. 109. Re£lificatio curvarum ad focum aliquem relatarum eodem modo 
determinatur, aut etiam paulo aliter, ut fequitur. 

Sm.FMT=y^i^.Ji9-y, ^c ^^ycokcFJfST. Atqui Iig.j5. 

cotFMT^ i.^; & proinde cofec.FJ»T=:r(i+-i.(to'); hinc 

Exemplufn i. Sit y=:r.^-) , quae eft aequatio fpiralis logarithmicae. 
^ = rlog.i (^r, i? =<-)V(H-log.»A)j.5=yni+log.'i): undc 

etiam arcus fpiralis logarithmicae crefcunt in progreffione geometrica, dimi an* 

guli crefcunt in progreffione arithmetica. 

Exempluma. Sit y =:rfec-^|jf, quae eft aequatio parabolae conicae. Erit 

^ =. rfecH^- 5=r(fec.|aftang.|^+log.(fec.|jf+tang.fjf)) ^ 

dx ^ 

r (fecf of tapg.|jp+ log. tang.45^ + |x). 

Exemptum 3. J5it y = ?^'% i quae eft aequatio focalis ellipfeos conicae; 

i?= __2^::^r(«H-a«cof.x+*0=7-]^^^^n(«H:«^^ 

dx ((&ecoi.xy ^ ' (<Hif€of.*;» *^ ' ^ 
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§. 1 10. Quoniam ~ = '^(i + Ci^)*^5 reftificatio cujusvis curvae expri- 
dx ^djf^ y 

mi etiam poteft per feriem Bernoullianam. Pierumque autem exponentes diffe- 
rentiales altiorum ordinum, quibus haec feries conftaret, adeo fiunt complexi, 
ut reduftionis hujus utilitas valde dubia fiat. 

Majdris momenti eft obfervatio, quae curvae cujusvis reftificationem ad 
quadraturam alterius curvae reducere docet. 
Fig.30. Sit nempe aitera curva M'm' fuper eodem axe defcripta, cujus fuperficies 

fit 5', & ordinat^ y. Erit (§. loo.) ^' = y', a^ = ni+(^)*)- ^SO Ti 

fiat femper y'= «»^(i + (^)*)' ^^^^ ^^ '''S' ^ P^^"^^® ^'^'^' ^^^ 
S' evanefcant fimul fafto x = o. 

Natura autem alterius hujus curvae per priorem facilius determinatur 
modo fequente. 

Definitio. Sit curva ad aliquem axem relata per reftas ipfi perpendicula- 
riter ordinatim applicatas. Ad punftum aliquod hujus curvae ducatur refta 
ipfam tangens. Tum per idem punftum ducatur refta tangenti perpendicularis; 
quae axi (fifieri poffit) occurrat. Pars hujus perpendicularis, punftum inter 
contaftus & axem intercepta, dicitur normalis; & pars axis, normalem inter 
& reftam axi ex eodem punfto ordinatim applicatam comprehenfa, dicituryai^- 
nomialis. 

Sit nempe MN' tangenti IHT perpendicularis, & quae axi occurrat in N; 
linea MN dicitur normalis^ & PN dicitur fubnormaUs. 

In triangulo reftangulo TMN eft TP: PM = PM : PN; proinde 

PN ^'rd^^y^L Hinc TN= y(^+ $.\ Atqui MN* =TNxPN; erg» 
MN^=yy(i + (^yy & MN^yrCi + ^^yy 

Quoniam autem M'P =y= ar( i + (^)^); fit y' = a x — , feu 

y : MN=:a:y . Pxoinde pofterioris curvae ordinata eft quarta proportionalis ordi- 
natae & normali prioris curvae , & alicui reft^ magnitudine datae. 

£xeM. 
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Exewpla. i», Sityy=2px; MN^yVC^i + ^^^ripp+yy); yzza XfP^^y . 
aiy^iifiirpp+ijy; aaitjy ^yyipp+yy- 

aa\yy-aa^yy:ppz^ 2px:pp^2x:p; yV = afl(i+ AY 

2X^ 

2^. Sit n^y = ;c3 , ^ = 3^: y'y = ^«(^a+Qjc) = |a(|fl + jc), Quoniatn 

pofterior curva, nempe parabola conica, eft quadrabiiis; prior curva eft reftifi- 
cabilis. (Vide §. 108. Ex. i.) 

§. III. Data expreflione arcus alicujus curvae per coordinatas, ejus deter- 
minari poteft ipfa curva (quantum permittit imperfefta calculi integralis con- 
ditio). 

Exemplum i. Quaeratur linea, cujus longitudo eft abfcifTae proportionalis. 

Quoniameft5 = !!?x, ~ = ^; atqui^ = r(i + (4y)^V ergo 
n ax n ax Mjc^ y 

, /d^\2 _, fww /dy\a_^ mm-nn Ay __ ^(mm^nh)^ —/^4- ^(^^*^^) 
- ^df^ "^ Im^ ^dx^ "" nn ' djf m ~^ ^"" « * 

quag eft aequatio ad lineam reftam. 

Exemplumz. Quaeritur curva ; cujus arcus crefcit in ratione fubduplicata 

abfciflse. Eft ideo S=i2rax, ^^'^^^'^Ci + C^)^); hinc 



- = i + r^^)% $=>-"^ = 
x ^djf'^ ax x 



a^x 



- _ii_— l^ 



y^flx-jcjc y^fljc-xjf j^iix-jcjc' 

y= |flXarc.fm.v.~ +y"(flx-afx), quae eft aequatio cycloidis vulgaris. 
-^a 

Caput Duodecimum. 

De capacttate folidorum rotufidorum. 

§. 112. 

|\it curva quaelibet ad axem aliquem relata per reftas axi huic perpendicula- 

riter (v. gr. a) applicatas. Sit etiam reftangulum datam habens bafim b , & 

cujus 

a) Quaectmque dicentur de cafu, quo redte axi ordinatim appHcantur ad.angulos reftos, 

fticillime applicantur cafui, qud eaedemfub dato angulo obliquo axi occurrunt. • 
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cujus altltudo mutabilis fit abfciflae axis «qualis. Reftangulum & fpatium 
curvilineum eidem afciflae refpondentia circa hujus axem fimul revolvantur. 
Dico: limitem rationis, quae inter mutationes fimultaneas cylindri areftangulo, 
& folidi a fpatio curvilineo rotatione hac fimul genitorum intercedit, aequalem 
efle rationi duplicatae bafis reftanguli & ordinatae huic abfciflae refpondentis. 
Fig.a^. Sit SMP curva ad axem SP per reftas MP hmc perpendiculariter applica- 

tas relata. Sit SA refta magnitudine data eidem axi perpendiculariter appli- 
cata. Sit SP abfcifla axis, cui refpondet ordinata MP\ & compleatur reftan- 
gulum SARP, cujus altitudo crefcit ut abfcifla SP. Spatium curvilineum SMP 
& reftangulum SARP circa axem Sh fimul revolvantur. Dico, Ihnitem ratio- 
nis mutationum fimultanearum cylindri a reftangulo SARP & folidi ti curva 
SMP fmiul genitorum aequalem efle rationi Sji^ : MP^. 

Sit PP' mutatio abfciflae axis; & proinde mutationes fimultaneae cylindri 
& praedifti folidi fmt foUda rotatione reftanguli SRRP & fpatii PMM'p' fmiul 
genita. Curvse^AfP infcribantur&chrcumfcribantur reftangula /WwP', PmM'P. 
SoUdum a fpatio PMM'P' genitum minus efl: cyUndro a reftangulo Pm'M'p' 
genito; majus autem cylindro fimul genito a reftanguio infcripto PMmP\ At- 
qui hi duo cylindri aeque alti funt in ratione duplicata ordinatarum M'p\ MP: 
& proinde imminuta altitudine PP ratio aequalitatis limes efl: rationis horum 
cylindrorum ( §. 14. ) ; tantoque magis ratio aequaUtatis limes efl: rationis al- 
terutrius horum cylindrorum ad folidum rotatione fpatu MPPM' genitum. 
Quare folido a curva SMP genito difto 5, fit 



Um./lS 


: cy\.PMmP 


= 1:1 


Atqui cylJWwP' 


: cylPltR'P 


= PM* : SA* 


Quare lim.AS 


: cylPItR'P 


= PM* : SA* (§. 14.) 


feu lim. 4S 


: v.SA^.PP 


;= PM* : SA» 

= 'jr.PPxPM^ : ir.PP, SA^ ; 


unde lim.A5 




= m.PPy.PM^ 


et ^'di 




= 'TT.PM'' 


feu ~ 
dx 




=: fr.PM* = vr.yy. 



Obfif 
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Obfervatio. Eadem expreflio differentialis eodem modo obtinetur, fi fpa- Fig.35. 
tium curvilineum-^iff/'ilf, duabus ordinatis AB^ MPj abfciffa axis -ffP, & arcu 
AM terminatum, circa axem 5/^ revolvatur. 

Exemplum i. Sit y = : erit yy =2 = t— » S:=xC+ — _ . -. 

1°. Sit #» numerus pofitivus; •& fit 5=o, quando Jimo: erit Fig.a^. 

iS = - ^. ^ = -^ — jcyy- Proinde data parabola, cujus aequatio eft 

2W+I a^n»-! 2W+I ^^ ^ •* ^ 

y = • ; paraboloides dimidio parabolae fegmento circa axem revoluto genita 

eft ad cylindrum aeque altum fuper eadem bafi, in ratione data i : aw+i. 

Scholium. Exemplo hoc continetur cafus, quo fpatium revolutxim eft trian- 
gulum, fafto nempe 1» =2 1. 

2®. Sit m numerus negativus, feu fit 'y(a+x)«^a^. Ergo — =2 Waam^o+Ar)-^'»; Fig. 25. 

CiX 

5= C+—bba^(a+xy2m+i^C+-^ -^^" .. =^ C + JL^yyCa + x^. 

I-2fli I-2WI (a4-jc)2iii-i l-2»t 

Sit S^o, quando jif=:o, y=^; erit 5= --i— (yy(a+jc)-aW)«= -^(abb'yyQt\-x)), 

I-2Wf 2fW-I 

i^. Sit 2»i>i, feu fw>i Tum S== —L^(abb^yy{a+x)), feu folidum 

2*W- l 

rotatione fpatii hyperbolici ABPM genitum proportionale eft differentiae cylin- 
drorum a reftangulis ABSD^ MPSQ^ genitorum. Quoniam autem y= ^ , 

vv = — ^ — f & yyO^x) *= . — J Jicc uUus eft limes magnitudinis ab- 

^^ ((H-Ar)2m ' ^^^ ^ (a+Ar)2««-i ^ 

fciffae a+x: nuUus eft limes parvitatis quantitatis ;■■ \ , feu cylindri 

(a+Jf)2m^l 

yy(a+x). Hinc in formula S = — — (fibb^yy(fi+x)) foUdum S habet limitem 
magnitudinis, nempe^lim.5= abb. 

2Wt- I 

2°. Sit 2m<!i. Tunc 5= — (yy(a+Ar)-ai6)s=\J_(Wa2m(a+-jf)i-2m.aW) 

1-2W I-2Wi 

sp ^ ,a&&(^2!j?^ . Quoniam autem nuUus eft Umes magnitudinis abfciffae 
j*2»f ^ a ^ 

Y 2 ;if feu 
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—J ; & 
proinde, aufto x, nuUus eft limes^magnitudinis folidi S. 

3^. Sit 2w=: I. EIx aequatione S^-^^^bba-abb') nihil deduci poteft prae- 

aequalitatem cylindrorum uiBSD ^ JUPSQ: iEquatio differentialis ~ = — ^ 
nos monet, hunc cafum ad logarithmos rediici. (§. 62.) 



Scholium. Cafu , quo 21» > i ^ & proinde 5^= — ^ (ahb — _-^__ j , fumta 
X ex altera parte ordinatae ^if » fit 5= Cabb^^ ^rr-. J 

autem nullus eft Hmes parvitatis differentia^ a—Xy nuUus etiam fimes eft ma- 
gnitudinis quantitatis (— ) > & proinde nulius eft limes magnitudinis fo- 



]idi & Quoniam autem y == — ^^— ; fafto x=:a,. fieret v — ^— = — ; unde 

^ {a-xy^ ^ a^o^ o"* 

(Cap, IX.) impoffibile eft, ut fit at = a: & in aequatione 

5 = - -I-aWrr^V""'-!^ pofito x^a, fit 5= L.^*rJL-i); 

quo rurfus; monemur^ impoffibile effe, affignare folidum^ etiamnunc fiftum, 
"fpatio etiamnum fifto abfciffae BS refpondens. 

Cum omnia ratiocinia ^ expreffioni S — — — l — abbC— — — 1) ad varios 

infinitorum ordines illuftrandos fuperftrufta , contradiftoria nitantur fuppofi- 
tione, poffe fieri x ^a; confequentias inde duftas labi neceffe eft. 

Idemdicaturdealterocafu,,quo2iii<i,&promdQS'=-7--^flwC(-^) ™ -lyJ 

unde fub contradiftoria fuppofitione if = o = & .0, fit •S'^ 7:r^aW(^(^) ""* -^y- 

§. 113. Determinatio capacitatis folidorum rotundorum nonnunquam etiam 
fecilius peragitur modo fequenti. 

Bafi figurae genitricis in partes quotcunque aequales: divifa, curvae infcri- 

bantur 
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bantur & circumfcribantur reftangula, quorum reliqua latera fmt axi revolu- 
tionis parallela. Reftangula haec gyratione fua circa axem gignent annulos 
cylindricos, folido infcriptos & circumfcriptos. Solidum rotatione curvae geni- 
tum majus eft funrnia annulorum cylindricorum re6femgulis infcriptis genito- 
rum; minus vero fumma annulorum cylindricorum reftangulis circumfcriptis 
genitorum: fed idem folidum limes eft tam prioris fummae crefcentis, quam 
pofterioris fummae decrefcentis. 

Sit SMAB fegmentum curva^, quod rotatione circa axem SB bafi AB per- Fig-4' 
pendicularem gignit aliquod folidum ; & fegmento huic circumfcribatur reftan- 
gulum SBADy quod fua circa eundem axem rotatione gignet cylindrum folido 
circumfcriptum. Dividatur AB in partes quotcunque aequales: fit RR* una 
harum partium. Ducantiir RM^ R'M* ipfi AB perpendiculares , quae curvae in 
M, M' occurrant, & ipfi SD in P, P\ ducantur Mm^ Mm ipfi AB paral- 
lelae, quae reftis M'R\ MR in iit & m' refpeftive occurrant. 

Annuli cylindrici, gyratione reftangulorum RM'^ R*M, -ff/^'geniti, funt ia- 
ter fe refpeftive uti ipfa reftangula RM\ R'M, RP; feu uti lineae M'R\ MR, 
RP. Solidum rotatione curvae SMA genitum dicatur 5, & cylindrus rotatione . 
reftanguli ABSD genitus dicatur C, ac mutationes funultaneae horum folidofum 
dicantur A5, AC; erit ^S : AC ^j^.^-: ff^ Sedprimaratiopoteft fieri JJ^JjJJ 

quacunque ratione propofita, quae JjJ?^^^ fit ratione j^.^. • ^J. Promde (§• i.) 

lim.A5 : AC= RM : SB. 

Atqui AC :C ^ (^BR^-BR^^RR' : BA^; proinde 

lim.AC:C = zBR.RR' : BA^; hinc 
lim.A5 : C = 2BR.RR\RM : SB.BA^ 

=^ 27r.BR.RR\RM : SB.BA^.tt 



Fafto igitur BR = x^ RR* = Ajc, RM = y 
AS 
'A^ 



eft lim.^:27r.jcy= C : SB.BA^.tt 



= 1 : i: 

Y 3 ' unde 
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unde — = 27rxy; quae igitur eft aequatio difFerentialis folidi, fpatio SMAB 
circa axem SB rotato geniti, 

Exemptum i. Figura SAB fit triangulum reftilineum. Sit AB=^b: erit 

SB =^ b tang.^ , y = ib—x) tang. // , ;t- = ^ttjc (6— Jf) tang. -^ , 

ax 

S = C+7r(ftjcjf — |A;3)tang.yf. Solidum autem evanefcit, quando jc = o; ergo 
C=o, 5 = 7rjctang.^(6;c— |;c;c)=55C6jc— far^)7r. Sitx^b; {itS=^l7r.SB.BA^ 
(uti notum). 

Exemplum 2. FiguTRSMAB fit quadrans circuli, cujus centrum 5, & radii 
BS.BA^r; erit y=r(rr— jcjc), ^=b a^jcr(rr— jcjc), 5=7r(C— |(rr— jcjc)^). 

Sit Jc=o; fit 5 = 7r(C— |r3) : proinde C « f r^, & 5=:7r(fr3_|(rr— jcx)^). 
Sit jc=r; tum 5=1^^.7^ (uti notum). 

Exemplum 3. Figura SMAB fit parabola conica , circa axem SB rotata. 
«.^ bb^xx diS rbbX'X^\ « ^ Ai^^-yJf-iJf'*)^ bbxx-^x^ 

Sit jc = ft, erit^ = 7r.|iL = i55.^5*.7r. 

F 

§. 114. Quoniam paraboloidum & hyperboloidum cubaturae magni funt in 
determinanda folidorum rotundorum capacitate momenti; easdem paulo aliter 
explicare e re efie cenfeo. 
Fig.%^ ^^^ SMM'P dimidium fegmentum parabolae, cujus aequatio eft y^^r^zna^x^ . 

Per verticem S ducatur tangens *S^ Segmento SMP & fpatio exteriori ASBl 
infcribantur v. gr. reftangula MPPm^ MQ(^m\ Spatio SPm'Q^ circa axem SP 
revoluto, reftangulum MMPm gignitcylindrum fegmento paraboloidico infcri- 
ptum; & reftangulum iHQQ w' gignit aunulum' cylindricum folido, quodrota- 
tione fpatii exterioris SM'Q( gignitur , infcriptum. 

Atqui ratio cylindri MPP^tn ad annulum MQqW eadem eft, quae folido- 
rum MwXMP*, Mw^x^M^aAfPXMw'); & proinde limes rationis cylindri 
MPPm & annuli MQQ^m' aequalis eft iimiti rationis folidorum Mm x MP^ 
6c Mm^XMt^i^MP+Mm'). 

Sed 
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lim.MP 




sMP-i-Mm 


= 1 : 2 


hm.Mm 




Mm 


= PT : MP 


MP 




<^M 


= MP: SP 
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(§. 40.) 



Ergo ]im. MP^y^Mm : Mm'.(^MC2MP+Mm)=i PT : 2SP (§• 14.) 

= m+n : an (§• 42.) 
Proinde ]im.cylMPP'm : ann. cyl. ^fQQm' =s m+n : 2n. Proinde etiam 
^(§' ^S*) li^^s rationis fummae omnium cylindrorum paraboloidi infcriptorum, 
ad fummam omnium annulorum cylindricorum folido exteriori MSCl infcripto- 
rum, aequalis eft eidem rationi conftanti m + n : 2n. Unde etiam (§.4.) 
ratio limitum harum fummarum, nempe ratio paraboloidis 5Af P ad folidum ex- 
terius SQM, aequalis eft eidem rationi datae. Hinc paraboloides SMP eft ad 
cylindrum SPMQ, uti m+n ad m+^n. 

2^. Spatium hyperbolicum ABPM^ cujus aequatio eft y^(a+x)^= b^a^, Kg*a5. 
circa afymptotum SP revolvatur. Circumfcribantur v. gr. reftangula MPP^m, 
mQQ^M^ Cylindrus reftangulo MPP'm^ & annulus cyiindricusv reftangulo 
fw99'M* geniti, funt inter fe uti folida PP^XAfP*, Mm.Q^MX^MP—M^m). 
Proinde limes rationis cylindri hujus & annuli cylindrici aequalis eft limiti ra- 
tionis horum folidorum. 
Atqui lim. MP : 2MP—M'm =1:2 

lim. PP' : Mm =3 PT : MP (§• 40^) 

lim. MP : m'q' = MP : MQ (=5P) 

Ergo Unr.JtfP».PP' : Mm.M^X^MP^Mm) = PT : 2SP (§. 14.) 

=2 fif : 2» (§. 42.) 
Hinc lim.cyl.MPP'#»: ann.cyl.iif99*M' = f» : 2n. 

Proinde etiam ratio fummae omnium cylindrorum, folido rotatione fpatii 
AMPB genito curcumfcriptorum, ad fummam omnium annulorum cylindrico- 
rum, folido rotatione fpatii AMQD genito ch^cumfcriptorum, aequalis efteidem 
rationi conftanti m : 2n: & proinde folida, quae limites funt harum fummarum, 
& quae gignimtur rotatione fpatioruni AMPBf AMQD, funt in eadem ratione 
data fif : 2« (§. 4.) 

i^ Sit 
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i^. Sit fn>2n. Erit etiam [ol/iMPB>M.j4lUClD, &klj4HIPB'hl^Jliqp 
= cylMPSiol — cyljiBSD; proinde {oX.AMBP : cyX.MPSQi^ cy\. ABSD = 
wf : m — 2w. 

2°, Sit f»<2fi: erit {o\.AMqp>h\.AMPB , & M.AMQ^D^—hlAMPB = 
cylABSD—cylMPSCl; proinde fol.^7I//^5:cyl.^fl5J5~cyl.JIf/SQ = 111:211—1». 

3^. Sit iw=2fi. Nihil ulterius inde concludi poteft, nifi quod MidR AMPB, 
AMQIP fint inter fe aequalia; & proinde etiam cylindri MPSQIj ABSD fint in- , 
ter fe aequales. 

§. 115. Curva generatrix folidi referatur ad focum aliqufem per radios 
veftores ad hunc focum duftos, & per angulos, quos radii veftores cum refta 
pofitione data comprehendunt Capacitas folidi detefminabitur modo fe- 
quenti. 
f\g^^(^ Sit Sm'M curva ad focum F relata per radios veftores FM, FM\ & an- 

gulos SFMj SFM\ quos radii veftores cum refta PS pofitione data compre- 
hendunt. Centro Fradio FS (pro unitate fumto) defcribatur circulus, qui ra- 
diis veftoribus FM, FU' in punftis JT, -X' occurrat. Tum centro i^radiis FMy 
FM^ defcriptis arcubus Mmj M^m\ infcribantur & ckcumfcribantur curvae fefto- 
res ckculares MFm^ M'Fm\ Solida feftoribus his circa axem 5/^ revolutis ge- 
nita funtinter fe in ratione triplicata radiorum FM^ FM\ Sed ratio aequalitatis 
limes eft rationis horum radiorum: proinde & ratio aequaUtatis lunes eft ratio- 
liis folidorum ab his feftoribus genitorum (§. 4.); tantoque magis ratio aequa- 
litatis limes eft rationis alterutrius honun folidorum ad folidum rotatione fefto- 
ris curvae MFM genitum. 

Sit Fm^y, FM'=:^y\ JRS = r, angulus 52?X = x, XPX'^^x. No- 
tum eft, folidi rotatione feftoris circularis XFX' geniti expreflionem efle 
f7rr3(cof.Ar'— cof.j^) = ^'nr^^coi.x. Sit S folidum feftore curyae SFM genitum; 



eft lim.fol.^iH' 


: io\.MFm = i 


: I 


{o\.MPm 


: {o\.XFX: = y9 


: r» 


hinc lim.foLjfFJIf' 


: {o\.XF^ = y3 


: r3 


feu )m.LS 


: f7JT3Acof.jf s= y' 


: r» 



(§. 14.) 



Atqui 
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Atqui lim.Acof.x : Aat = fin.Ar : i (§.76.) 

Ergo lim.A<S : Ittt^Ax == y^Cm.x : r^ 

et lim.— : l^r^ ^ y^iiny : r^ 

= f-Tj/^fm.Jc : %7ir^; 
proinde lim. — ^^7rtj^iin.x 

Ajc 

feu — . =s|7jt/3fin.Jf, qu3e eft aequatio difFercntialis 

folidi propofiti. 

Exempla. i^. Sit y quantitas data =r: — =f7rr3fin.jc, ^=:C— |7rr3cof.x, 
Sit <S = o, quando jc = o : C = fTir^, 5 = f^r^(i -rcof.^if) = f7rr3fin,^|ar. 
Sit jc= 180^: 5 = |7rr3. 

2^. Sit y = flfec.jc (quae eft aequatio ad lineam reftam): 

^= |7ia3(fec.3A:fin.Jc = |7ra3(fec.^jctang.jc), .S = f7ra3(C + |fcc.*jr). Sit 

djc 

4S = o, quando Jc = o: C=— |:, 5 = fTra^tang.^jc. 

3°. Sit y = afec.^fjc (quae eft aequatio parabolae conicae): 
i^=f72'a3fec.6|jcfin.Ar=f7ra3fec.^|jctang.|A;, <S=|;Ta3(C+|fec.4|Ar). Sit 5=o, 

quandojc = o: C=— ^, <S = f7ra3(fec.4|Ar— i)=-|7ja3(fec.^|jc+i)(fec.^|;c— i) 

= ^•^«^((f+iXf ~i)) = f7ra(i^+«)(y-a) = f 7ra(yy-aa> 

4^. Sit y = ;^ (quae eft aequatio ellipfeos conicae): 

. a+^cof.Jtr ^ ^ 

^_«. r-___^i_- c- j^r ^^ — • ^^ ^ wr%y w(a-rt3N 

*-°- ^— ^(^> "^ - ^^C .(aH..cof.;.)' :^0=K-r "" -V-) 
_ rJbOjy-Ca-ey) 

§. 116. Sefies Bernoulliana applicari etiam poteft determinationi capaci-t 
tatis folidorum rotundorum. 

J.o 

1°.. Quoniam eft. (§. 112.) -t-t = Tt.ytf; fit per §.36. 
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^l.»^ 



— 3 y. 



Quae feries , utut regularis , non femper eft calculo omnium promtiflimo accom- 
modata; imo 6c non abrumpitur quibusdnm etiam cafibus, quibus alia via ca* 
pacitas folidi terminis numero finitis exprimi potefl. 

J c 

2^. Quoniam eft (§. 1 13.) -^- = 27rxi/; erit (§. 36.) 

o s=5 2W{ — xxyT • j— H r^ — = — t^+" — 2 j— r • • •) 

Vi,2 1.2.3 d^: i...4djf* i...5dAr3 ^i...6dx^ ^ 

Cylind^^omm (bli^o rptun^o tam injcriptorum quam drcumfcriptorum 

fummae eodem mp4o 4et|erminari pijlftMxt, quo reftap^^lorum fpatio curvilinea- 

infcriptorum & circumfcriptorum fummae §. 103. determinatae fiierunt. 

§. 117. Solidorum rotundorum cubatiu^ redijci pqteft ad reftificationcm 
cjrculi & ad auqd^atur^m alterius curv^. 

Etenim quoniam eft (§. 112.) ^ = Tryy; fi defcribatur fuper eodem axe, 
^ iis(^em axis abfciflis, ,a}ter» ^curva, wjv* fflTtJinatae y' fin^ i^u^dratis ordinata- 
rum curvae genitricis proportionalcs; ita ut ay ^ yy: erit ^ asi ii^m/^ & 

Jo' 

„ = y'; ideo.que c^p^citas prioris foli^i erit arpae pofteriojrj;5 cur^ propor- 
tionalis. 

Porro quoniam ^ft (§. 113.) j- =? *^Jf^: fi*it fwp«f flr'» ajcy; cppaci 

to 
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tas folidi erit areae curvae, cujus aequatio differentialis efk ~ = y proportio- 
nalis. 

§. II 8. Data expreffione capacitatis alicujus folidi rotundi per reftas axi 
ordinatim applicatas, determinari poteft naturacurvae genitricis, 

Eximpla. i^. Sit S^Traax; ideoque ^^^s^^raa: hinc yy=My y^ia) pro- 

dx 

inde bafis eft conftans, & folidum propofiturii eft cyiindrus reftus. 

2-. Sit 5=^^: hinc ^(=7ryy) = «rr^^ yy = «.^\ 
«•w-S djc ■'*' a«n-3 " am-3 

3». Sit5=9r.^yy; ^(=7ryy)=w.^yy+a7rafy^; yy = ^yy+2jry^; 
y = !J!y+2;c^,- 2;cji = ^.y; ya» = Cn+mj,n-^. 

Caput decimum tertium. 
Be Juperficiebus Jolidarum rotundorum, 

§• "9. 
Jl^inea cum quaecunque circa axem aliquem rotata generet fuperficiem cur- 
vam. Dico; rationem aequalitatis limitem efle fuperficierum a chorda & ab 
arcu curvse fimul genitarum. 

Sit SMM' curva, quae circa axem SP rotata fuperficiem curvam generat. j.. 
Dico: rationem aequalitatiS limitem efle rationis fupferficieriiih a chorda MM 6t 
ab arcu MZM fimul genitarum. 

, Per iif & M* aftae concipiantur reftge Mm & Af '»»' axi sP parallelae & ar- 
cui MAf' aequales, quae fimul cum curva rotatae fuperficies curvas cylindricas 
gignent. Quoniam fingulae partes reftae Mm axi SP pafall^te mlttus al^ hoc 
axe diftaiit, quam pars qiiaelibet arcUs MZM) fuperficies a fefta Bihi gehita 
niinor eft fupefficie ab zxcwMiM' fimul genifa: conba quoriiain ^n^\M paf- 
tes reffae M'm magis diftant ab axe, qiiain pars quaelibet afcus MtU^ fupef* 
ficies a refta Af 'w' genita major eft fuperficie ab MtM' fimul genita. Atqdl 
fuperficies cylindricae rotatione feftarum Mm, M'm' genitae funt ihtef le uti 6f- 

Z 2 dinatae 
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dinatae ikfP, m'p'; & proinde ratio «qualitatis limes efl: rationis harum fuperfi- 
cierum; & a fortiori ratio sequalitatis limes efl: rationis alterutrius harum fuper- 
ficierum ad fuperficiem rotatione arcus genitam. 

Scilicet arcu MZM' pofito =Zi«, & fuperficie ab eo genita = A«S; efl: 
Iim«A<S : 27r.yiiz = 1:1. 

Superficies rotatione chordae & reftae Mm genitae funt inter fe uti reftan- 
gula r(A;c^+Ay^)?^±^ & y£^. 

Atqui lim.T^CAjf^^H-A^') -. Lz = i : i (§.47.) 

lim.?^^ : y = I : I 

2 " 

ergo lim.r(zl;c*+Ay'').?5^1^ :y^z =1:1 (§. 14,) 

2 

Sed lim.yAa : A5 = i : 2t 

ergo lim.7^(Aje3+Ay»).^^^i^ : A^ = i : 27r (§. 14.) 

feu lim.r(i+^) .2i±^:^=i:2;r 

feu lim. ^ = 2^1im.r(i +^) • ^t^I j 
djf Aat^^ 2 

et proinde — =. 2'^yy(j-'^(-^-^J\ quae eft aequatio differentialis fuperfi- 
ciei rotatione curvae genitae. 

1°. Arcus mZM! totus fit concavus verfus axem rotationis SP. Quoniam 
arcus major eft: chorda; & partes arcus inter reftas quaslibet axi ordinatim ap- 
plicatas ab axe rotationis milgis diftant, quam ab eodem axe diftant partes 
chordae ordinatis iisdem interjacentes : duplici hoc refpeftu fuperficies rotatione 
arcus genita major eft fuperficie , quae rotatione chordae gignitur. 

2°. Quodfi autem arcus eft verfus axem rotationis convexus; generathn 
de aequalitate aut inaequaUtate fuperficierum ab arcu & chorda fimul genita- 
runi ftatui nihil poteft. Nertipe quatenus partes arcus duas inter quaslibet axi 
ordinatim applicatas contentae huic viciniores funt, quam partes chordae ordi- 
natis iisdem interjacentesj fuperficies arcu genita minor fit fuperficie a chorda 
genita: dum ex altera parte ob arcum chorda majorem prior fuperficfes major 

eft 
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eft pofteriore, Quare hoc cafu »quatio differentialis, - = 27jyr(i+(^)='), 
limitum notione, prouti §. 13. fuit extenfa, nititur. 

§. I20. Exemplum 1. Sit yy^rr^xx : ^=— -^, r(i+(J)') = 1, 

^ = 27rr, 5 = 2wrJf. Nempe fuperficies fphaericae inter duo plana fibi invi- 
cem parallela comprelienfte funt inter fe uti diftantiae horum planorum. 
Exmplum 2. Sit y = jctang.(p (quae eft aequatio lineae reftae): 
^ = 271* tang.(p fec? , 5 = -^xx tang.(p fec.(p = Trxy fec.(p. 

Exemphm 3. Sit ^ = ^pjf (quae eft aequatio parabolae) : 5^ = 2'»- f^(PP+yy) 

=i zvrcpp-^^px-), S = 27r(C+—Cpp+2pxyy Sit 5=0, quando x = o; 

L 



3F 

, , PP+2PX) 

/ = 

:*27r( 



Exemplum 4. Sit yy = — (oa-A-Jf). 



jo sit t = fl : — = 27rfl (quse eftaequatio differentialis fuperficieifphaericas). 

(\.x 
2° Sit /><;o, feu ellipfis gyretur circa axem transverfum; fit aa—bb=ee: 

S = o, quando * = o : C = o. Sit * = a : 5 = tt-- (arc.fin.--.+ — ; 
= ^(66+?^arc.fin.^). 

Obfervatio. Arc. fin.i = arctang.i = 1 — |.-p-+|..^— i.^+... (§. 79.) 
Hinc ?^arc.ftn.i =«(i-i^'^ + |li - ii^ + ...) 

Proinde faftp *=o, 5 = 7r(6/hHifl) = 2bbv., juxta Ex. i. - 

3«. Olipfis gyretur circa axem fecuttdum; unde yy = ^(W.**): 

4§=2w.— >^(— •+Jf*), cujus integratio reducitur ad aream hyperbolae co- 
^x bb ^ee ' 

flicae feu ad iMarithmos. Scilicet 

,Z 3 5=7r 



Digitized by 



Google 



tS2 






o OB^. ab b^ — *^ 



66 



Sit * = &: 



proinde fafto « = o, 5 = 9r(«H.fl6) = ayraa, juxta Ex. i. 

Superficies hyperboloidum , rotatione hyperbolae circa alterutrum axem genit», 

eodem modo determinantur. 

Exemplun, 5. Sit y («+*) = «6, feu hyperbola conica gyretur circa afym- 
ptotum. --= ..-^ni+^^J: u„de fafto ^=0, quando.= o; 

S = 7r.a*(r(H.^)-r(i+ ^^ + w n(^0~a 

aa ' a 

Exemplum 6. Sit y = r(*«..,^) + arc.fm.v..^ , qu« eft aequatio cycloidis 
VUlgaris. Fitg = a^(r(ar(ar.*) + rr^arc.fm.v.*): 

unde5=.a7r(C-K2r.x)r.r(.r.*) + 4.rar(2r.x)+.rrir;rarciin.v.ii\ 
Sit ^=0, quando ^ = 0: C=-^. Sit . = .r: 5=8^(^_|). '^ 

§. X.. Quoniam^^ = .^r(, + (^)'),. ^& „,^ ,,p,^^^ ^^ 

^'^^'"'■Qi)' (5. iio.): quadratura fuperfidei foUdorum rotundortim pendet, 

ab 
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ab normali curv» genitricis. Scilicet fuper axe curv» genitricis defcribatur 
curva taUs, utreftae axi ordinatim applicatae aequales fint (aut proportionales) 
normalibys curvae genitricis iisdem abfciffis refpondentibus. Superficies folidi 
rotatione prioris curv« geniti proportionalis erit are« curv» pofterioris. Ra- 
tio autem harum fuperficiqrum ea eft, qua circumferentise circuli & radil. 

Scholium. Seriei BernouUian» ad determinandas folidorum rotundorum fu- 
perficies applicanda non immoror; quoniam exponentes differentiales ordinum 

fucceffivomm quantitatis ynr+Cg)') ad.o fiunt conjppfiti, ut ^yjk inde 
utilitas ducl poflit. 

§. 122. liafio differentiaUs fuperficierum , a curvis ad punftym d^tum re- 
latisge„itanam,eodemmodopoteftde.terminari. Sit nempe angu)ia,^i^=«, r.^ 
&radiusveaor^i,f=r,. eft ^= a.rfin..r(^-|-(^)'). Exercitii caufa.often- 
dere fufficiat , quompdo ratio haec differentialis ex priore deducatur. ^ft idep 
5r = rfin.»; igitur ^ = ^fin,^+^pof.« 

x=,rcof^ g = gcof.«-^m.^ 

^ ^ gfin^^4^reon* 
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Exemplum i. Sit r datae magnitudinisr — = zfrrrrm.Zy 



dz 
S = 27rrr (C— cof. z). Sit 5 = o, quando » = o : C = i , 5= a7rrr( i—cof.2) 

s ^Trrrfin.^jZ. 

Exemphmz. Sit r = afec.2 (qu3e eft aequatio lineae reftae): 

^.= afec.2 tang.;s, — = 29rflfec.3 fm.2 ?^(aafec.=3+aafec.=5itang.'s) = 

Az Az , ^ 

aTTfla tang.2 fec. ^z , .5 = ^raa (C+ fec. ^a). Sit 5 = o , quando a = o : C = — i ; 

S = Traa tang.*2. 

Exemplum 3. Sit r = f fec.^la (quae eft aequatio focalis parabolae): 

4^ = pfec.H2tang.i2, ^ = 47r.i7pfec.H2tang.i2, 5=C + f7rpp.fee.3i2 

d2 d2 

= |7r.pp(C+ fecHz)- Sit 5 = 0, quando 2 = 0: C= — i, 

5=|7r.pp(fec.42-i) = |'r-/!p((p^-) = h-Tr -{rrpr^pp-). 

§. 123. Quemadraodum fuperficies folidorum rotundorurp aequatione curvae 
genitricis determinatur : ita vicilTim, exprefTione fuperficiei folidorum rotundo- 
rum data, eaii poteft aequatio curvae genitricis; uti paucis exemplis oftendam. 

Exemplum i. Superficies folidi crefcat uti abfcifla axis. 
Fitideo 5 = 27rrx, & 4£ = a^r = 27ryr( i+QP'; hinc i+(^)?= ~-, 

C^yy^rr-yy, ^ _ y . xs^C—T^Crr—yy'), quae eft aequatio circuli. 
Exemplmn 2. Superficies crefcat in ratione duplicata ^bfciffae axis. Eft ideo 

Huic aequationi fatisfacit (in cafu particulari) linea refta, quando nempe 

^ eft ratio conftans, unde & ratio jc : y eft conftans. 
dx 

Exemplum 3. Curva referatur ad aliquem focum, & .fuperficies crefcat in 

ratione radii veftoris. Eft ideo 

5= 2nar', ^ = 27rai^ = i-7fr^ixi.zrirr + (^£)^y, unde 

a^£ = rfin.2n^'-+(^)*), (^)\««-rrrm.»2) = r*rm.>2, 

4r = . ^^"-"-^ , cuius aequatioais integrationem me exhibere non poffe 

dz Y'{aa-rr{xn.^z)' J 1 " 

fateor. Caput 
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Caput decimum quartum. 
De regula Guldini dicta. 

§• 124- 
1? efta magnitiidine data cirea axem quemcunque in eodem plano fitum re- 
volvatur. Superficies cylindrica vel conica, rotatione reftae hujus genita, 
aequalis eft reftangulo fub liac linea & fub circumferentia a punfto lineae hujus 
medio defcripta. Proinde fuperficies, a refta magnitudine data circa varios 
axes revroluta genitae, proportionales funt diftantiis punfti ejus medii ab axe 
revolutionis. 

Pariter cylindrus vel annulus cylindricus, a reftangulo circa unum ipfius 
latus, vel circa reftam uni ex lateribus ejus parallelam revoluto genitus, aequa- 
lis eft prismati, cujus bafis eft ipfum reftangulum, & cujus altitudo aequalis 
eft circumferentiae , quam centrum figurae reftanguli hac revolutione percurrit 
feu generat. Solida igitur ab eodem reftangulo, circa varios axes uni laterum 
ejus parallelos revoluto, genita proportionalia funt diftantiis centri hujus re- 
ftanguli ab axe revolutionis. 

His cxcmplis (omnium funpliciflimis) praemiflis, facile intelligitur, quidfibi 
velit regula capite hoc explicanda. Scilicet Uneae vel fuperficies quaecunque 
tam fpecie quam magnitudine datae circa axem aliquem revolvantur: fuperfi- 
cies vel folida, rotatione hac genita, funt inter fe in ratione compofita ex ra- 
tionibus magnitudinum atque circumferentiarum a punfto quodam, cujus fitum 
magnitudo genitrix determinat, defcriptarum. 

Cum regula haec determinationcm capacitatis & fuperficiei folidorum ro- 
tundcMnim (de qua duobus poftremis capitibus aftum fuit) admodum juvet; 
e re efle cenfeo, fundamenta ejus hoc loco exponere. 

§. laS- Lemma. Sint quotlibet punfta in eodem plano pofitione data, & 

-fint totidem reftae magnituditie datae. Ex onmibus punftis datis demittantur 

itt reftam quamlibet in eodem plano fitam, reftae perpendiculares. Sumatur 

ifuitniia re6buigubnnn faftorum ex his perpenditulis & ex lineis magnitudine 

datis refpeftive; Dico: dari in eodcfn piano.punftum, ex quo fi in eandem 

A a reftam 
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reftam demittatur perpendiculum, reftangulum, fub hoc perpendiculo & fub 

fumma reftarum magnitudine datarum contentum, aequaie fit fummae priorum 

reftangulorum. 

Kg.Sa. Exemplum primum. Sint duo punfta -^, j?, a quibus in reftam quamcun-« 

que j^B' demittantur perpendicula AJ, BB\ Sint etiam duae reftae o, b ma- 

gnitudine datae. Refta AB in punfto Z ita fecetur, ut fit AZy.a-zz BZxb; & 

a punfto Z in reftam -rf'-B' demittatur perpendiculum ZT- Dico: fore 

AA'x a+BB^Xb = ZT(a + b). 

Conftr. Per Z agatur refta ab ipfi A'B^ parallela, quae reftis AA\ BB' in 
a & b occurrat. 

Dem. Propter funilia triangula AZa, BZb eft Aa ; Bb = AZ: BZ=b : a; 
hinc a{ZT^AA') = b(BB—ZT); proinde ZT(a+b) =:axAA'+bxBB\ 
''iB-33- Eximplum fecufidum. Sint tria punfta A^ By C pofitione data, & tres reftae 

ay b, c magnitudine dataej & fint AA\ BB\ CC* perpendicula inreftam quam- 
cunque demifla. 

Punfto Z refpeftu punftorum A, B ita determinato, ut fit ZTCa+b)rs 
A/^xa+BBxb; determinetmr punftum Z' refpeftu punftorum Z, C, ita ut 
Z'TXa+b+c)^ZT(a+b) + CC'xc: erit Z'TXa+b+c)=sAA'xa+BB'xb+CC'xc. 

Exemplum tertium. Sint quatuor punfla-^, B, C, ZJpofitione data, & qua- 
tuor lineae a^ b^ c^ d magnitudine datae. 

Determinetur punftum Z' refpeftu punftorum A, B, C (juxta exemplum 
fecundum); tum determinetur pimftum Z' refpeftu punftorum Z\ D, fic, ut 
Z"T\a+b+c+d) = ZT(a+b+c) + DD'xd: erit Z'T"ia+b+c+d) = 
AA'xa+BB'xb + CC'xc + DD'xd. 

Ex his exemplis patet methodus generalis procedendi ac demonftrandi. 

Propofitione nimirum evi6hi pro punftLs quotlibet n pofitione datis, & pro toti- 

dem reftis magnitudine datis; eadem etiam vera efle demonftratur, fi tam pun-^ 

ftorum quam reftarum numerus unitate augeatw. Cum igitur vera fit propo- 

fitio de paueis punftis & reftis ,a , 3 , 4 . . . . ; ea ctiani vera eft pro quinque 

punftis : inde pro fex, & fic deinceps. Ideo femper determinari poteft punftum 

Z tale, ut fit axAA'+bxBB'+cxCC'+...JxLL'^ZZXt^b++<+....+l). 

Scho/ium. 
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SchoUum. Quoniam punfti Z in plano pofitione dato fitus determinatur per- . 
pendiculis, quae in duas reftas pofitione datas, fe mutuo fecantes, ab eo du- 
cuntur ; demonftrandum eft: quod, fi praecedens propofitio locum habeat pro ejus- 
modi duabus reftis, eadem quoque valeat pro alia quacunque refta. 

Et primo quidem prsedifta aequatione locum habente pro refta qualibet 
pofitione data, eadfem valet pro quavis refta priori parallela; cum utrumque 
aequationis prioris membrum ita augeatur vel minuatur reftangulo fub diftan- 
tia duarum parallelarum & fub fumma fl+6+tf+<i4- . . . +U 

a°. Sint Amtq reftae SN, SN' fibi invicem perpendiculares; & demonftra- Fig.j^* 
tum fuerit duas aequationes fequentes locum habere : 

aX^^'+&Xflfi'+rXCC'+ . . . ly.LL' = ZZ\a+b+c+d+ . . . /) 
aX&4' + &x55'+rX5C*+ . . . ty.SL' =3 5Z'(a+&+r4-rf+ .../). 
Ducatur per S refta quaevis ^A^", in quam demittantur perpendicula AA^^ 
BB\ CC\ DD\..LL\ ZZ"; dico, fore etiarti a x ^^''+ * X 55"+ r x CC"+ .. . 
/xLL''=ZZ''(a+&+r+. ..+/). 

Etenim quam faciliime demonftratur ( five immediate , five ex primis tri- 
gonometriae planae principiis de finu & cofmu fummae ac differentiae duorum 
angulorum) effe AA' = AA'coi.NSN'^SJ£\n.NSN" 
BB' = BB'coLNSN''—SB'rm.NSN'' 
CC = CCcof. NSN" — 5C'fin.Ar52V" 

LL' = LL'co[.NSN"^SL'rin.NSN' 

ZZr = ZZ'co£.NSN'—SZ'rm.NSN". 
Proinde 
«xW^+fcx55"rXCC+...+/xLL=_^j^^^^^^^^^^.^^^^^.^^^^^^^^^^5^.j 

= JI'^+'i;tV0fiS'' = («+H.+...0,(ZZ'cof.iV5iV"-52'fm.iV5r) 

=; (a+b+c+...OZZ". 
3^. Viciffim: fi propofitio locum habet pro duabus reftis SN, SN', eadem 
locum habet pro tertia refta SN* uni priorum perpendiculari & per 5 dufta. 

Propofitione igitur pro duabus quibuscunque reftis fibi mutuo occurrenti- 

Aa z bus 
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bus ftabilita, eadem vera eft pro alia quacurique refta; five transeat per pun- 
ftum occurfus priorum, five nojn. 

Obfervatio. In enunciatis praecedentibus fiippofiii, punfta data jaeere ad 
easdem partes reftae, in quam perpendicula aguntur. Si fecus fuerit: mutatis 
fignis perpendieulorum ex punftis ad diverfas ejusdem reftae partes fitis demif- 
forum; quaecunque de fumnia difta fuerunt, applicantur exceflui, quo fumma 
f eftangulorum , punftis ab una liujus lineae parte fitis refpondentium , fuperat 
fummam reliquorum, Quo monito praemiflb, in fequentibus pariter de fumma 
tantum diccre fufficiet; quafi omnia punfta ad easdem reftae, in quam perpen- 
dicula aguntur, partes jacerent. 

§. 126. InMechanica oftenditur: punftum Z commune efle gravitatis een- 
irum totidem maflarum (^^ b, e, . . . i^ quarum fingularum centra gravitatis 
iint ^, -S, C, • . • Ir. Qua punfti Z denominatione hic etiam (brevitatis 
caufa) uti liceat. 

Itaque punftum reftae magnitudine datae medixmi eft centrum gravitatis 
hujus line»; & fuperficies, quam refta magnitudine data circa axem quem- 
libet revoluta generat, aequalis eft reftangulo fub hac refta & fub oircumfe- 
rentia, quam centrum gravitatis ejus rotatione hac defcribit. 

Item centrum figurae cujusvis reftanguli fimul eft ejus centrum gravitatis ; 
& folida rotatione reftangulorum circa axes quoscunque , uni ex lateribus eorum 
parallelos, genita funt in ratione compofita ex rationibus ipforum reftangulo- 
rum atque circumferentiarum, quas earum centra gravitatis defcribunt. 

Sint quotlibet reftae in eodem plano pofitione ac magnitudhie datae, quae 
fimul circa axem quemlibet revolvantur. In punftis reftarum harum mediis 
fingantur maflae fingulis reftis proportionales, & quaeratur centrum gravitatis 
commune harum maflarum. Summa fuperficierum a reftis illis rotatione hac ge- 
nitarum aequalis eft reftangulo fafto ex fumma harum reftaruni, & ex curcumfe- 
rentiaabcommuni maflanmi harum centro gravitatis eademrevolutione percurfo. 
Sint quotiibet reftangula in eodem plano pofitione & raagnitudine data; 
fic ut fingulorum horum reftangulorum unum latus fit reftae alicui pofitionc 
datae parallelum. Reftangula haec fimul revolvantur circa axem reftse huic 

paral- 
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parallelura. Tum in centris figurae horum reftangulorum concipiantur mafla 
iisdem proportionales, & quaeratur centrum gravitatis commune omnium ha- 
rum maflarum; folidum ab reftangulis his revolutione illa genitum eft in ratione 
compofita ex fumma reftangulorum , & ex circumfcrentia a communi gravita- 
tis centro revolutione hac genita. 

§.187. Lemmanotum. Trapezium ^/*'5'5, cujus anguli ff, fi' funt refti, Flg.38. 
rotetur circa latus A'B'', folidum revolutione hac genitum eft ad cylindrum 

ejusdem altitudmis^-» , & cujus radius bafeos eft r, uti ^ 

ad r». Proinde , pofita tt dimidia circumferentia circuU, cujus radius eft unitas». 
capacitatis folidi hujus expreflio eft Ab''^ — -'»'• 

Theorema. Reftangulum quodcunque eirca axem quemcunque extra reftan- 
gulum in plana ejus fitum revolvatur: dico, folidum rotatione hac genitum efle 
in ratione compofita ex magnitudine reftanguU & ex circumferentia a centro 

ejus rotatione hac genita. 

Sit >*flCZ) reftangulum , cujus centrum 5, quod revolvatur circa axem Fig.35. 
^D' extra illud in plano ^fius fitum; ex 5 demittatur in hunc axem perpendi- 
culumJ^': dico, foUdum rotatione reftanguU ABCD circa axem >//)' genitumi 
efle in ratione compofita ex reftangulo jiBCD, & ex circumferentia, cujus ra- 
dius eft SS'; feu expreflionem capacitatis hujus foUdi efle ABCD^SS^^iv. 

Suit a,b,e,d punfta media laterum ^fi, BC, CD, DA. 
Ex omnibus punftis A, B, C, D, a, b, c, d. demittantur in axem 
JD' perpendiculares AJ, BB\ CC, DD', aa\ bb\ tc\ dd\ Sit (p angulus, fub 
quo SS* incUnatur ad latera oppefita reftanguU AB , CD. 

SoUdum rotatione reftauguU genitum eft exceflus, quo foUdum rotationr 
fpatii A'ABCC' genitiim fuperat foUdum genitum rotatione fpatu AtADCC ; 
^u H.ABCD = fol.^'^55'-fol.D'£?CC'+fol.fi'.BCC'-fol.^'^DD' 

, \>i,^ A'A^+A'A^SB'+BB^ 7 
=3 |7r. ^ -ff J J^D'B»+D'D X CC + CC'''^ S 

. , ^T^^^ B'B»+B'B^rc'+CC'* l 
+ \'^"^^\^(AtA^+A'AY^DD'+DD''')S 

^ Aa3 '=^''* 
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i . 4 4 

r :: 

l: ,4 * J 

S-i:T.^'D'{a.S.S'(BS'-I?U'>f.255'(CC'->L4')4-5.S*(J5B'-^Vcc'-UJD')] 
='r.^V..S5'( AA'+BB'-CC'-DD') iTF.AB^SSXaa.u) 
+-yT-A'D'. SSX-AA\BB'+Cd-DD')^+27r.A'D'. SS^ibb^.dd') 
Atqui (**'-"') = ^Cfm.|» j^^^ a'b' = ABrin.(p 
(**'-«') = ^Bcof.<p -4'd' = BCcof.ip 

ftaque 27r.A'B'.SS'CM'.te') , ^-BCfin.»^ 

+27r.AD'SS{bb-dd) ^ -f^lBKBCcoC"^ " ^ *'*' 

=: ^CJD.5.S'.27r. 

ConUarium prtmm. Reftangula quotcunque circa eundem axem revolvan- 
tur: fumma folidorum, quae rotatione reaangulorum liorum generantur, aequa- 
lis eft prismati, cujus bafis eft fumma horum reftangulorum , & cujus altitudo 
eft circumferentia percurfa a centro gravitatis communi totidem maffarum in 
centris reftangulorum coadunatarum fingulisque reftangulis proportionalium ; 
quod punftum dicitur centrum gravitatis commune omnium horum teftangu- 
lorum. 

Corotlarium fecmdum. Sint quotcunque reftanguia pofitione & magnitudine 
data, quaj circa axem quempiam revolvuntur. Solidum rotatione hac geni- 
tum proportionale eft diftantiae ceatri gravitatis communis omnium reftangu- 
lorum ab axe rotationis. 

Scholium. Modo haud multum abfimili demonftratur : folidum a parallelo- 
grammo obliquangulo circa axem quemcunque revoluto genitum aequale effe 
prismati, cujus bafis eft ipfum.parallelogrammum, & cujus altitudo «qualis 
eft circumferentiae a centro figurae parallelogrammi rotatione hac genitae. Et 
fimiJia inde neftuntur corollaria. 

§..128, 
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§. 128. Solidum , faftum ex aliqua figura atque ex diftantia centri gravi- 
tatis figurae ab aliqua refta, yocvitixr momentum figura refpeftu llujus reftae. Pro- 
inde momentum alicujus reftangulL refpeftu axis, circa quem rotatur, eft ad 
folidum ab eodem reftangulo hac rotatione genitum in ratione conftanti; nempe 
in ratione radii ad circumferentiam , feu ut x : 27r. Et momentum quotlibet 
reftangulorum refpeftu axis, circa quem rotantur, eft ad fummam fpatiorum 
folidorum ab iisdem reftangulis hac rotatione genitorum , in eadem ratione 
conftanti* 

Pariter reftangulum, faftmn ex aliqua linea atque ex diftantia centri e]\2S 
gravitatis a refta quapiam>^ dicitur momentum prioris linece refpeftu pofterioris; 
& reftangulum, faftum ex fumraa quotcunque linearum & ex diftantia commu- 
nis earum centri gravitatis^ab, aliqua refta, vocatur momentum harum linea- 
rum refpeftu hujus reftae. Proinde fi re6lae quotlibet circa axem quempiam 
revolvantur, momentum harum reftarum refpeftu hujus axis eft ad fummam 
fuperficienun, quas eaedem lineae hac rotatione generant, in praedifta ratione 
conftanti, i : itt^ 

His praemiflis pergo ad fuperficiem, a Iinea quacunque circa axem ali- 
quem rotata genitam, & ad folidum rotatione cujuscunque figurae circa axem 
aliquem genitum. 

§. 129- Brevitatis caufa denotent S.R^ S.F folida a reftangulis figurae 
alicui infcriptis aut circumfcriptis , & a figura ipfa rotatione circa eundem axem 
fimul genita; porro denptent M.R, M.F momenta horum extenforum refpeftu 
hujus axis; G.H, G^-F diftantias centrorum gravitatis horum extenfbruni ab 
eodem axe; & ji.Xr j^-F areas horum extenfonmi. 

1°. Eft M^P(=AF><.G.F) = run.Af.if 

= Iim.(^.^xG.^ 
= ]hn.j1.Ilx]im.G.R 
= J.Fx\mi.G.R 
proiiide G.Fza }im.G.R^ 

2\ Eft 
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ac 2iT.]im.M.R 
= iTrAim.Cyl.RxG.R} 
= 27r.lim.-^.jPxlim.G.^ 
=3 27r.ji.FxG.F 
= 27rxM.F. 
Proinde folidum rjotatiom figwct F gtniium ffquale efi folido faBo ix hae fgufa 
ntque ex circumferentia a centro gravitatis ejus rotatione hae genita; feu folidum a figura 
Fgenitum eft ad momentum ejus refpeStu axis rotationis in ratione conjianti circumferen^ 
tice circuli ad radium; & folida rotatione ejusdem figurce circa varios axes genita funt 
interje uti difantice centri gravitatis hujus figurce ab iisdem axibus. 

Eodem modo fuperficies rotatione cdicujus Rnece circa axem quempiam genita 
aqualis eft-reSkmguloy faSto fub hac linea & fub circumferentia a centro gravitatis ejus 
rotatione hac genita; feu fuperfieies hcec efi ad momentum linece genitricis refpeSfu axiSy 
wca quem rotatar, in ratione confianti circumferentice cireuli ad radium» (a) 

§• 130- 

(fi) Theoretna hoc, fupprefla demonftratione , Pappus jam fubfinem Prcefationis Lib. 
VJI. CoUtS. math. expofiiit his verbis : O roov TiXe^cop afi^potviHwy Xoyo< aw7jirT»i 
«X TM rw »ii(f>oiCfjLotruy %»i rwv cri thc a^ov^ ofiomc uaTijyfisvmv tv^iuov «ro rmp 
€v avTOic tuvTfo^oLftuw arifuiwv. O Ss rtov ctTsXwv i% ro tajv »11(^019 fiotrm uots rouv 
Wfif /(pf ^*/»i/ , oaflfc sToirjae ra sv otvTote KsvrpoliaptHa CTjftst». Quae Halleius {ApoU 
lonii DefeSione rationis & fpatii LibrL Oxon. 1706.) ita vertit: „Figurae per- 
9f fefto gyro genitae rationem habent compofitam ex ratione gyrantium & ex illa re- 
M ftarum fimiliter ad axes duftarum ab ipfarum gj-rantium gravitatis centris. Ratio 
„ vero incompleto gyro genitarum fit ex ratione gyrantium & arcuum , quos de- 
9,fcripfere earundem centra gravitatis. ,» Commandinus (Pappi mathemat. CoHeSt. 
Pifauri 1588-) verterat: „Perfeftorum utrorumque ordinum proportio compofita eft 
„ ex proportione amphismatum & reftarum linearum fimiliter adaxes du6birum a pun- 
^, ftis , quae in ipfis gravitatis centra funt. Imperfeftorum autem proportio compo- 
„ flta eft ex proportione amphismatum & circumferentiarum a punftis , quae in ipfis 
^,funt centra gravitatis, faftarum.,, Keplerus (Nova Stereometria doliorunt. 
Lincii 1615. P. I. Theor. XVIlI.fq.) omnem annulum, genitum rotatione cujuslibet 
figurae fymmetricae circa ,axem diametro figurae parallelum , five extra figuram fitum, 
five perimetrum ejus contingentem , aequalem efle oftendit cylindro , cujus altitudo 
aequet longitudinem circumferentiae , quam centrum figurae circumduftae defcripfit , 

bafis 
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§. i3o, Hinc deducuntur methodi centrum gravitatis cujusvis figurse de- 
terminandi. Nempe determinetur folidum rotatione figurae hujus circa axem 
quemUbet genitum; quod transformetur in prisma, cujus bafis fit ipfa figura 
^otata: altitudo hujus prismatis imminuta in ratione circumferentiae ad radium 
erit difl:antia centri gravitatis hujus figurae ab axe rotationis. Et proinde cen- 
trum gravitatis ipfum determinabitur, fi determmentur folida rotatione figurae 
hujus circa duos axes (fibi invicem non parallelos) genita. 

Viciflim, centro gravitatis figurae alicujus pofitione dato, determinantur fo- 
lida rotatione figurae hujus circa axem quemlibet pofitione datum genita. 

Eadem applicantur ad fuperficies rotatione alicujus lineae circa duos axes 

genitas. 

Quodfi autem figura fymmetrica eft, feu axem aliquem figurae habet: 
qaoniam centrum gravitatis ejus in hoc axe fitum eft , ut pofitio centri hujus 
determinetur, fufficit momentum figurae quaerere, refpeftu unius reftae, v. gr. 
refpeftu lineae, quae fit axi huic ordinatim applicata. 

Caput decimui« quintum. 

De folidis earumque fuperficiebus in genere, et de curvis duplicis 

curvatur^e. 

^olidorum rotundorum proprietates tum a figura genitrice, tum a pofitione 
axis, circa quem figura haec rotatur, pendere, in tribus capitibus praecedenti- 
bus dbunde fuit declaratum. Solida haec praecipue mathematicos occuparunt. 
Dantur autem innumera alia a folidis rotundis diverfa; quorum potiores duas 

fpecies 
bafis vero eadem fit cum feftione annuli. Guldinus (De centro gravitatis. Lib. U. 
Viennae 1640. Cap. VIII. Prop. 11.) regulam, quam vocat, generalem compofitionis 
poteftatum rotundarum hanc tradidit^ fed per induftionem tantum comprobavit: 
„Quantitas rotunda in viam rotationis (lineam circularem, quarti in rotatione de- 
„fcribitcentrum gravitatis magnitudinis rotatae) duftaproducit poteftatem rotundam 
„uno gradu altiorem poteftate five quantltate rotata.,, Demonftrationes regulae, 
quae ad Guldinum tanquam inventorem referri confuevit, varii deinde varias pro- 
pofuerunt, Conf. Momtucxa Hi/l. det Math. T. 11, p. 19. fqq. 
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fpecies primum breviter pertraftare, tum generatim de illis disquirefe non alie- 

faum ab re erit. 

§. 131. Sit figura quaecunque plana pofitione & magnitudine data. Re- 
^a quaepiam ita moveatur, ut fibi femper parallela maneat, & Ut aiiquod eju# 
punftum circa perimetrum figurae hujus progrediatur. Singula reftae hujuai 
punfta defcribunt lineas perimetro figurae datae parallelas , eidemque fimiles & 
aequales: proinde folidi hoc modo geniti feftio, plano quocunque figurae datae 
parallelo fafta, aequalis & fimilis eft: huic figurae. Superficies a refta mobili 
genita dicitur fuperficiet cyHndricaj & refta mobilis dicitur ejus htus. Figura 
data, & feftio folidi, plano figurae huic parallelo & per alterum lateris extre- 
mum transeunte fafta, dicuntur bafes folidi. Solidum ipfum, bafibus &fuper- 
ficie cylindrica terminatum, dicitur eylindrus feu folidum cylindricum. Cylin- 
drus eft: reStus aut obliquus , prouti latus eft: bafi perpendiculare aut obliquum. 
bifl:antia bafium cylindri dicitur ejus altitudo. 

Solidum cylindricum limes eft prismatum ipfi circumfcrlptorum aut infcri- 
ptorum. Sed capacitates horum prisniatum funt in ratione compofita ex ra- 
tionibus bafium & altitudinum eorum; & bafes folidi cylindrici funt etiam 11- 
mites bafium horum prismatum: proinde etiam folida cylindrica funt in ratione 
compofita ex rationibus bafium & altitudinum ipforum. Ideo denotante S ca- 
pacitatem folidi cylindrici, B bafin ejus, & H altitudinem; erit S = BH. 

Proinde quotiescunque area bafis folidi cylindrici terminis finitis exprinU 
poteft; capacitas quoque folidi cylindrici accurate determinatur. 

Paritfer fuperficies cylmdrica? reftae funt in ratione compofita ex rationi- 
-tua ^rimetrorum bafium, & altitudinum. Superficies autem cylindricae obli- 
quae pendent ^ perimetro feftionis cylindri , plano ipfius lateribus perpendicu- 
lari faftae. 

§. 133. Solida inter, quae a cylindricis origmem ducunt, ea contemplari 

fuifficiat, qUte cylindrorum rcftorum <mprimis) feflione bafi obliqua generantur. 

J.J ^6. Sit nempe JB reftia quaecunque in plano bafis cylindri refti afta; & fit 

4NN'B fegmentum bafia refta hac AB abfciffum. Cylindrus fecetur plano per 

JiB 
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AB transeunte; fitque -^AfJlf^-ff feftio fuperficiei Gylindricae plano hop fafta* 
Solidum, fuperficiecylindrica-rfi\W'5Af'iIf, & fegmentis^iViV'^, AMNiBcom^ 
prelienfum, vocatur cono^cuneus vel ungula cylindrica. 

In plano bafis ducatur refta quaevis NP ipfi AB perpendicularis; per NP 
agatur planum bafi perpendiculare; & fit MNP feftio ungulse plano hoc fafta. 
Trianguli reftanguli MNP angulus ilf/Waequalis eft angulo inclinationis duorum 
planorum ANN^B^ AMM^B, qui fit ^; & proinde omnes feftiones pari modo 
faft^ dantur fpecie;, nempe eft NM=:: NP tang.tp, N'm'=^ iV'P'tang.(p. 

Capacitas ungulae cyiindricae limes eft capacitatis ungularum prismatica- 

rum, quae oriuntur ex feftionibus funul fa£Us prismatum folido cylindrico in- 

fcriptorum aut circumfcriptorum. Capacitate igitur imgulae pofita =5, axis AB 

abfcifla AP=^Xy & NP:=y; fit — = |yytang.^: proinde imgulae capacitas 

(Xx 

ab integratione hujus formulae pendet. 

Exempla. Solidum cylindriciun fit cylindrus circularis reftus; & refta-^5 
fit diameter 2r bafis cylindri. Erit yy-^i^rx-^xx; _ = ^(arjf— jfjf)tang.(p; 
5 = C + Krjcjc — i^^)tang.^. Atqui 5 = o, quando Jif = o; proinde 

5 = |jrjic(r — ^jf)tang.^. Sit x^ir: erit 5 = 2rr(|r) tang. ^ =: frr.rtang.^. 
Cubatura folidi hujus accurate obtinetur, neque a quadratura circuli peri- 
det. Par ratio eft ungularum cylindricarura , quarum bafes funt ellipfes conicae, 

6 AB alteruter earum axis, v. gr. transverftis 2a. Tum fcilicet yy^^(2ax'Xx) ; 

bb ^ 

unde 5 = 1 — tang.^.jf^a'— |j(r). Sit jp =2 za; erit 5= aWtang.^-^a ^ 
aa 

fafi.&tang.^. 

Idem dicatur de ungulis ex feftionibus cylindrorum parabolicorum & hy- 
perbolicorum genitis. 

Obfgrvatio. Ex formula -, = lyytang.^ fequitur : ungulas , feftionibus 

djf 

ejusdem folidi per eandem in bafi reftam transeuntibus faftas, inter fe efle uti 
tangeiltes angulorum (p. Verum haec ratio tantum fubfiftit , quamdiu tang. ^ 
cfft poffibilis, feu quamdiu planum AMM^B cylindri lateribus occurrit. Quando 
autem anguli (p tangens fit unpoflibilis, feu quando angulus ^ fit 90®; figni § 
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feu oo^introduftione monemur: non amplius de ungulis agi pofle; nec formu- 
lam pro ipfis traditam poffe ad capacititem folidiV plaiio bafi normali a cylin- 
dro abfciffi, determinandam applicari. 

§. 133. -flEquatio differentialis fuperficiei curvae ungularum ex iisdem 
principiis deducitur. Sit nempe z arcus yf i\r fegmenti bafis . NN'B, & fit S 
fuperficies curva ungulae; fit — = JlfiV = ytang.(p: unde res ad calculum in- 
tegralem reducitur. ' 

Excmplum primum. Solidum cylindricum fit cylindrus circularis reftus, & 

fit AB^zr diameter bafis ; erit — = ^: liiac — =rtang,<p; 5=rjctang.^. 

Ax y Ax 

Sit jc = 2r; erit 5= srr tang.^ = arxrtang.^: proinde lioc cafu etiam fuper- 
ficies curva ungulae abfolute li^betur. 

Scholium. Eadem , quae §. praecedente , de impofiibilitate applicationis ha- 
rum formularum ad cafum , quo ^ = 90^, obferventur. 

Exemplum fcfundum. Solidum cylindricum fit cylindrus ellipticus, & fit jiB 
axis alteruter ellipfis. 

I®. Sit AB:=2 2a axis transverfus, 2b axis fecundus, fitque aa-^bb^ni & 

abfciffae x axis AB fumantur a centro: erit %- = -ltang.^?^C~ — Jcjr): cujus 

ax aa ^ee ^ 

formulae integratio non ab reftificatione ellipfis, fed a quadratura tantiun circuli 

pendet. Nempe efl: 5 = if ^arc. fin.f^+ — irf^ ;cx)\tang. (p. 

^ # aa a \ie y 

Sitjc=ii; fit S=f(~arc.fin.i+fli)tang.(p, & fuperficies integra -^ifif^^Ar^iNy 

eft ^— arc.fin.- + flft)tang.^» 

Scboltwm. Arc.fm.l=l — |li + |^^ . . . . . (§.-79.) hinc 

— arc.fin.— = — (r— 1--+|1^— ....): proinde cafii, quo f = 0, feu quo 

bafis eft circulus, fit ^= (aa+afr)tang.^ = aaatang.f (ut prius). 

2®. Sit AB axis fecuhdus = 2b: erit %- = ^tang.^J^f— + jnrjc^; cujus 

Qix bb ^ee 

formulae integratio non a reftificatione ellipfiSj fed ab quadratura byperbobe 

leu a logarithmis pendet. Nempe eft 

5 = 
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Sit x = 6; fuperficies integra eft ^tang.9(-^+— log._l 



'^^-b 



bb 
e 






= («. + ^log.r 



1+i- 
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I 

fl - 



tang. ^. 



x+f. 



SihoHum. Log. y" 



I — - 

a 



-'^i^ + i^ + ----(5-<^''>' 



hinc *L%g.r"-±?=:5ft(i+i^+i^4+- •••> 
Unde, fafto e = o, fuperficies propofita eft 2<wtang.(p (ut prius). 

Eodem modo oftenditur: fuperficiem ungularum parabolicarum aut abfo- 
lute haberi, aut ad logarithmos reduci; & fuperficies ungularum hyperbolica- 
rum (feftione per alterutrum axem genitarum) a reftificatione hyperbolae noo 
pendere. 

§. 134. Solida conica aliud conftituunt folidorum genus, quorum confi- 
deratio frequenter occurrit. 

Sit figura quaecunque plana pofitione & magnitudine data. Sit etiam pun- 
ftum quodvis extra planum figurae pofitione datum; & refta per hoc punftum 
dufta circa perimetrum figurae rotetur. Refta hsec ita revduta gigmt/«pr> 
eltm ionitam, cujus vertex eft pimftum datum. Refta ex vertice ad. punftum 
afiquod perimetri bafis dufta coincidit cum linea genitrice ea pofitione, qua per 
.punftum hoc perimetri bafis transit; ideoque refta haec tota in fuperficie co- 
nica jacet, & dicitur latnt fuperficiei conicae. Solidum, figura data & fuper- 
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ficie conica terminatum, dicitur conuf^ feu folidum conicum; & figura ipfa ejus 
bqfis. Refta ex vertice in planum bafis perpendiculariter demifla vocatur ahitudo 
cpni. Si bafis habet cehtrum figurae, & altitudo coni plano bafis in hoc cen* 
tro occurrit; conus vocatur reSius: fi fecus; conus eft: obliquus. 

Si conus plano fecetur bafi parallelo: figura feftionis bafi fimilis eft; & 
dimenfiones homologae feftionis ac bafis funt inter fe uti diftantiae plani fecan* 
tis & bafis a vertice coni. 

Sint duo coni aequealti; bafes eorum m eodem plano jaceant, ita ut ipfi 
fmt verfus easdem hujus plani partes fiti. Altitudo communis duorum cono- 
rum dividatur in partes quotcunque aequales : & utrique infcribantur ac cir- 
cumfcribantur prismata aequealta ad normam § primi exempli tertii; quorum 
bafes fmt figurae fimiles feftionibus fimui infcriptae aut circumfcriptae. Duo . 
prismata in utroque cono fibi invicem refpondentia (feu a vertice coni aequali- 
ter diftantia) funt in ratione conftanti bafium fuarum, feu in ratione figurarum 
bafibus conorum fimul infcriptarum aut circumfcriptarum ; proinde & fummae 
iiorum prismatum funt in eadem ratione conftanti. Quare & limites harum 
fummarum, nempe duo coni, funt uti limites figurarum bafibus infcriptarum 
& circumfcriptarum, feu ut ipfae bafes. Ratio igitur duorum conorum aeque- 
altorum aequalis eft rationi bafium eorum. 

Atqui ratio bafium aequalis eft rationi cylindrorum aequealtorum bafibuS 
illis infiftentium. Proinde coni aequealti inter fe funt uti cylmdri aequealti iis- 
dem bafibus infiftentes. 

Sed conus circularis eft: pars tertia cylindri circularis aequealti fuper ea- 
dem bafi. Proinde conus quilibet pars eft tertia cylindri aequealti eidemque 
bafi infiftentis. 

Determinatio igitur capacitatis cujusvis folidi conici reducitur ad detenni^ 
tiationem bafis. 

§• 135. Secus autem res habet quod ad fuperficiem folidorum conico- 
rum* Notum eft , fuperficiem coni refti circularis a circumferentia circuli pen- 
dere. Determinatio autem fuperficiei coni circularis obliqui (cujus inveftiga- 
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tioni tot tantique mathematici incubuerunt ) nequidem ad reftificationem feaio* 
num conicarum terminis finitis poteft reduci. 

Omiffis cafibus particularibus, quibus compendia quaedam poflunt indaga- 
tioni fiiperficierum conicarum adhiberi, methodum omnium univerfaliflimam 
disquifitionem hauc inftituendi ftriftim exponam. 

Sit JMB bafis coni; 5 vertex ejus; SP ipfius altitudo, qu3e plano bafis in Fig.37. 
P occurrit. Plano bafis circumfcribatiur figura quaecunque reftilinea j per fin- 
gula figurae bafi circumfcriptae latera & per verticem coni agantur plana; qu« 
conftituent fuperficiem pyramidis cono curcumfcriptae. Sit M punftum conta- 
ftus unius ex lateribus ; in quod ex vertice nS demittatur perpendiculum ST. 
Sit c latus figurae bafin in M contin^ns. Ducantur SM, PM reft». Super- 
* fi-cies trianguli, cujus hoc latus eft bafis, & cujus vertex 5, eft |/x5r» 
I r X SMfm.SMT. In angulo folido M, cujus acies funt MP, MS, MT, duae 
facies SMP, PMT fibi invicem funt perpendiculares : proinde coL SMT ^ , 
coLPMTco{.SMP; & fin.SMT^'r{i^co{.^PMTco{.^SMP). Superficies co- 

nicaponatur =5, &arcus-rfj|f=a;: erit ^ = %SMV'{\^coi.^PMTco{.^SMP) 

oz 

=a ir(5iJf«— PJIPcof.»/'Afr) 

Atqui ex aequatione data bafis datur angulus PMT per PM & per angulutn 
^M V. gr.; daturqu. etiam exponens differentialis ^: proinde «s .d cat 
culum integralem femper reducitur. 

Exmplum. Bafis fit circulus, cujus centrum C, & radiui CM; & pufl- 
ftum P jaceat intra circulum. Erit fin. PMT = cof. CMP; PM fin. PMT = 
PMco{.CMP^-CM-~CPco{.MCP. SitrCMzsf, 5/>= J, C/>=«, MCPszz: erit 
^ = lr'r(hh+rr^2ar<^o{.z + aacot'z). Sit hh + rr^bb; ar « f ; fit 
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- r% F — - 

i X 1 fl'cof.3a;(r— flcof.«)5 
~ l-f -f jz ^ 

I. 5. fl*cof.*aCf— acof.»)* 

i 2 a5cof.'a(f— flcof.»)5 
— |...| ^- ^ 

Unde, fumtis integralibus arcui « « i8©® refpondentibus, fuperficies integra 
coni obliqui, fit 

" f -1 b^ 



+ f-|-t-^ tr-^ 



lO 

• •- « i^ 



Series haec eo promtius convergit, quo b feu 9^(&A+Tr) major eft refpeftu 
o & ^, feu a & ar. Eanititur hoc principio: quod, fifuerit — = cof.«"«, eft 

am 2m-I m4-I 

3 a= «i — 2 2L -TT, integrali fumto pro z = igo®. 

Eodem 
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Eodem modo' feries obtinetur admodum regularis pro z = 90®, ex integra- 

tione formularum .— = cof.2«n+ia;, fafto z = go^. 
dz 

His (introduftiojnis loco) de folidis cylindricis & conicis breviter praemiflis, 

pergo ad confiderationem folidorum magis univerfalem. 

§• 136. Quemadmodum punftorum in eodem plano jacentium fitus mutui 

omnium frequentiffime determinantur , punfta haec ad duas reftas fibi invicem 

normales referendo per reftas ad eas perpendiculariter aftas; & quemadmo- 

dum curvarum in eodem plano jacentium fymptomata felici fucceflU determi- 

nantur per relationem mutuam perpendiculorum, ex fingulis curvarum harum 

punftis in duas reftas fibi invicem normales demiflbrum : ita etiam fitus mutui 

punftorum in fpatio fitorum faepiflime determinantur, punfta haec ad triaplana 

fibi invicem normalia referendo per reftas ad haec plana perpendiculariter aftas; 

pariterque tam curvarum in eodem plano non jacentium , quam fuperficierum 

curvarum, & Jolidorum fuperficiebus his terminatorum fymptomata frequen- 

tiflime determinantur per relationem mutuam reftarum, ex fingulis curvarum 

harum aut fuperficierum punftis in tria plana pofitione data & fibi invicem nor- 

malia perpendiculariter demiflamm. 

SX TSX XSZ 

Sint ST feftiones communes planoruni XST^ TSZ fibi invicem norma- Fig.jS* 
SZ XSZ ZST 

lium & in punfto S fibi mutuo occurrentium. Sit M punftum aliquod in 

fpatio, ex quo agatur refta SP plano XSZ perpendicularis. Tum ex pun- 

fto P agatur refta PC^ re6tee SX perpendicularis. Re6te PQ, 5Q refpe- 

ftive aequales funt reftis ex eodem punfto M in plana TSX^ TSZ perpendi- 

culariter aftis. Proinde pun6U M fitus in fpatio determinatur tribus reftis 

JHP, PQ, 5Q 

in plana ZSX, TSX, TSZ perpendiculariter aftis, quae vocentur 

Hinc V. gr. determinantur tam diftantia SM pun6ti M a vertice 5, quam 
inclinationes re6tee hujus SM ad tria plana propofita: fit enim 
Sm = MP^-^-PS^ =3 MP^+PQC-^SQC ^yy-^zz+xx. 

C c tang. « 
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t3ing.MSP=:^ 



SP T^zz+xx') 

rm.MSP = ^ = ^, J ^ . 
SM T(jfy+z:is+xx) 

cof. MSP=:^ = r^-^^-^—X 
SM ^yy+zz+xxy 

§. 137. Tria plana, ZSX, TSX, TSZ nonnifi majoris facilitatis gratia 

fumuntur fibi invicem perpendicularia ; quaecunque enim de hoc fitu illorum 

planorum dicuntur, facile poffunt ad alium quemcunque fitum transferri. 

Kr-A8. ^°- ^^^ ^ agatur quodvis aliud planum R, quod plano ZSX in refta 5F 

occurrat fub angulo dato et\ & angulus ^XSA^ vocetur Q. Ex P punfto agatur 

PR ipfi S^perpendicularis; & planum per reftasiWP, PR duftum occurrat plano 

propofito in -Rr refta: in quam ex punfto M agatur ilfr perpendicularis, quje 

proinde erit plano propofito r^^perpendicularis; & angulus PRr eft angulus a, 

fub quo rRV planum inclinatur ad planum ZSX. 

Erit (§. 125.) PR = PQcof.e+5Qfin.e 
SR = sqco{.e—PQ_fm.€ 
MT(=: PRrm.ct^MPcoU) 

= /»Qcof.e fin.a +5Qfin.€fin.*— ^/'cof.a 
RT{=i PRcoU+MPRn.a) 

= /'Qcof.Ccof.a+^Qfin.CcoCtf + JHPfin.a. 
Proinde tres reftae SR, RT, MT, quibus punfti M fitus refpeft^i plani R de- 
termihatur, habentur per angulos a, ^, & per reftas MP, PQ_, 5Q expreflse. 

2°. Planmn propofitum R' non transeat per S; fed reftae SX occurrat in ,s' 
& plano.Z5"Jf in S'F'. Per S agatur refta 5Fipfi S'F' parallela, & per Sf^ 
agatur planum R plano R' parallelum. Tum iisdem, quae in cafu pnecedente 
faftis, occurrat PR ipfi S'f^' in R', & ilfroccurrat in T' plano R'; ac proinde 
fit R'T' ipfi RT parallela. Erit 

RR'=SS'Rn.C, unde i»J?'=PQcof.^+5Qfin.^+«S5'fin.^ 
S'R'=SR+SS'cof.e, feu S'R'=SQco(.€'PQ,Cm,€+SS'co(.Q 
R'T=R^+R'R cof.a , feu ^'r'=/^cof.^cof.a+5Qfin.€cof.a+.W^Pfin.a+5'5'fin.ecof.« 
MT=MT+R'Rim.a , feu JWr=PQcof.^fm.«+SQfm.€fin.a-iII/tof.«+,S<S'fin.^fin.a. 

Vicif- 
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VicifTim reftse MP, PQ,, Sq exprimi poffiint per reftas S'R\ HY, MT'i 
fimul cum refta SS' & angulis a &: S. Fit enim 

Sq, = S'R'co{.S + Ii'T'iin.€c6U + ilfr'fin.^fin.a—55' 
PQ = — 5'^'fin.€ + *'r'cof.^cof.a + Af7''cof.^fin.a 
MP = ^rfin.» -iKr'cof.a. 

~ Corollarium primam. Sit Jfr'=o; feu planum 5' per M transeat. Erit 
MP = MR'iin.<i 
pq =: '-S'R'Cin.€ + R'Mcoi.€coU 
5Q = S'R'co{.€ + R'Mrm.ecoU~SS\ 

Corollarittm fecundum. Obfervandum eft: reftas S'R\ R'f, MT* per reftas 
MP, PQ., SQl ita determinari,'ut in expreflionibus ipfarum reftae MP, /*Q, SQ 
nuUa alia operatione invicem conneftantur praeter additionem aut fubftraftio- 
nem , feu priorum re^arum expreffiones efle primi tantum gradus funftiones 
pofteriorum. 

§. 138. Sit M' aliud punftum, ex quo agatur M^P' refta plano ZSX per- Fig.38. 
pendicularis; & ex punfto p' agatur PCl' refta ipfi 5Xperpendicularis. Tuth ^*' 
agatur etiam PP' refta: ac fint /^' ipfi PQ,', Mm' ipfi M'P perpendiculares. 
Sint M'P, P'Q*, 5Q', 

y', z', x' refpeftive. 
MM'^=Mm'^+M'm'^ = PP'*+M'm'»^Pq»+Pq'^+M'm''' 

= (x'-xy + (z'.zy+y'-yy 
unde MM' =^((*-*)*-f (2'-2)'+(y'-y)») 

Angulus M'Mm' iWe eft, quo MM' refta ad planum ZSX inclinatur; atque 



>> * 



tang.MJH* = ^^ = VW^xy + i^) 



- I 



cof.rt«. = < , . ^n^'\^:':T' ^a > 

^(y-y)'+(jf-j«)^+(«-2)'^ 
Obfervatio. Refta PP' projeftio eft ortl\ographica reftae MM' in planUm 

Cc » ZSJT; 
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ZSX; & ratio reftse MM ad projeftionem fuam pp' sequalis eft fationi radii 
ad cofmum anguli, quo refta MAf' ad planum Z^-Y inclinatur. 

Univerfim notum eft: figurae plana? cujuslibet in planum aliquod ortho- 
graphice proje6tee rationem ad projeftionem fuam «qualem effe rationi radii ad 
cofmum anguli, quo figurae hujus planum ad plani^m projeftionis inclinatur^ 

§. 139. • Porro fit & tertium punftum m'. Sit pariter M^P" plano ZSX^ 
& p"q" reftae SX perpendicularis. Agantur MAf" M^m" reftae : & fint Pq\ 
JUrn reftis p"^' m"p" perpendiculares. Sint n ' '^p-* > refpeftive. 

Erit mm" = r-iix^^xy+^/^yy+iz^zy) 

m^m" = ^^cc^^-^y+cz-yy+c^-^sy)- 

Hinc •determinatur area trianguli MM'm" per formulam notam 

miM-y^( ^^^^''^^'^\ Af^VAf W "-Af '^" mm-mm-^mm" 'Mm^mm"^m'm" \ 

^ 2MM'^.MM"^ '-MM'^'^ 

\+2MM"^. M^m"^ — M'm"^ 
Item PP' = r({x^xy + (z^zy) 

PP'' = r((jc''-Jc)» + (5;'.«)*) 

p'p"= V^i^ix^^xy + Qs^-zy): unde pariter determinatur area trian- 
guli PP'p\ 

Hinc etiam dctcrminatur capacitas tmnci prismatici triangularis 
MM'm"p"p'P. cujus expreflio eft pp^p^MP+M^P^-k-M^P" 

3 
Hinc quoque infertm* angulus , fub quo planum trianjguli MM'mC ad pla- 

nura ZSJfinclinatur; cofinus enim hujus anguli eft i — ,. Ad fequentia 

MMM 
autem praeftat, angulum hunc paulo aliter inveftigare, ut fequitur. 

§. 140. Re6tee M*M, M^M produftae, reftis p'p, P^P in punftis t\ Tf 
occurrant. Reftae PT\ Pr"dantur magnitudine; fit nempe 

pp' y^Ux-xy+(Z'zy) 

Mm ' if-y 

In 
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In triangulo tFt dantur angulus tPTX^P^PP) , & crura hujusanguli 
PT\ PT"; proinde datur refta TY' = r(r'P»-aT'i'./^''cof.r'/Y''+Pr"»). 

t'p pr'fin r'pr' 

Sit PT ipfi r'T'pcrpendicularis; erit PT = j,y ' 

_ rp.pr'fin.r'pr' 

~" >^(T''p'-ar'p.pr"cof.r'pr^pr"*)' 

..r^r^f MP\ MPrjT^P^^- iT^P. PT^Cof.T^PI^+PT^n 
Hinc tang.MrPC=j;p;= T^pTpFR^W 

. Exemptum. Angulus P'PP^ fit reftus: fit tang.Jf TP = riB.38. 

.^r (y-y)^ . • ^'-yy^ \ Sint autem fimul plana MPI^Xt, ^*'' 

^ V(x'-*)«+(2'-2)» ^ (x*-*)»+(*'-a)»>' 

MPP'M\ planis 7SX, 7SZ refpeftive parallela ,♦ & proinde *'=*, 2'=»: erit 
tang.;»frP = rC(i-^)" + (^)'). Porro angulus TPQ, ille eft, fub quo 
SX. T^T' reftae ad fe invicem inclinantur : angulus hic fit aequalis angulo T\ 

n. PT Z-Z JC-X 

cujus tangens eit — -r = - — : t — . 
^ "" PT y-y y-if 

§. 141. Hisce praemiflis de punftis ia fpatio, quorum fitus mutui nulla 
relatione detcrniinata fecum invicem conneftuntur: pergo ad praecipuum dis- 
quifitionis hujus caput, ad cafum nempe, quo punfta relatione aliqua data in- 
ter fe conneftuntur; ita ut locus punftorum M fit fuperficies aut curva aliqua, 
relatione quadam inter perpendicula MP, PQ, SQ determinata. Quem ut, 
quantum potero , luculenter explicem , ab exemplis omnium funpliciflimis 
ordiar. 

Exemplum prifnum. Detur fumma quadratorum perpendiculorum MP, P^, Fig.Q8- 
SQj fumma haec efl: MS^ (§. 136.): proinde refta SM datur magnitudine, & ^®* 3®« 
punfta JVf jacent in fuperficie fphaerica, cujus centnun eft «S, & cujus radius 
magnitudine datur. 

Quoniam fumma MP^ + PQ^ -^- S(^ datur magnitudine: fi refta AfP ejus- 
dem manet magnitudinis, & proinde punfta M in plano pofitione dato & plano 
^^JT parallelo jacent; fumma PQ^ + SQ^ feu SP^ pariter datur magnitudine. 
Agatur MN reftae SP parallela, quae ipfi STmN occurrat Refta NM = SP 

Cc 3 etiajn 
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etiam datur magnitudine; & proinde punfta Mfita funt in circumferentia cii- 
culi, cujus centrum A^& radius A^M=SP. 

Hinc difcimus : omnes folidi propofiti feftiones planis ZSXy TSX, TSZ 
parallelis faftas e{{e circulares, & centra harum feftionum jacere in recla per- 
pendiculari plano dato, cui plana afta* funt parallela; ideoque folidum propofi- 
tum eft folidum rotationis circa quamlibet reftarum 5^, ST, SZ. 
rig.38* Secetur idem folidum alio quocunque plano per reftam s'f' transeunte, 

Sit angulus, fub quo hoc planum ad planum Z^Jf inclinatur =«, & angulus 
fWx=^€; fitque ilf punftum aliquod perimetri feftionis. 
Quoniam (§. 137.) MP =^ MRTin.d 

Pq = MR'coUcoLS-S'lf'rm.€ 
SGi = MR'coUfm.e+S'R'cor.S-S'S 
PQ^ + 5Q* = MR'^co(.''a-2SS'xMR'coUrm.S+S'R'^-2SSXS'R'co(.e+S'S^ 
&AfP'+Pj^'+5j2!= MR'^ -2SSXMR'coUiin.e+S'R'^'2SSXS'R'cof.S+S'S^ 
= (MR''S'ScoUrm.ey + iS'R'-SS'coLSy+ 5*s'^fm.^afin.2^, 
qu3e eft aequatio circumferentiae circuli ; proinde feftio folidi plano quolibet fafta 
eft circulus (uti notum). 

SchoHum. Ex formula i»/^ + i^Q* + aSQ^— ^^'^fin.^afin.^^ = 

44^R'Zs'Sc^]t)^^^^ ^^^^^ duabus trium quantitatum SS\ a, €, tertia fic 

determinatur, ut planum duftum tangat (fi fieri pofiit) folidum propofitum; 

fafto nempe 55'fin.(ifin.e = ?^(^i^ + PQ^ + 5Q^): fed de hoc fitu planorum 

aftorum feorfim agere praeftat 

Exemplum ficnndum. Summa quadratorum reftarum POj SQ habeatratio* 

jiem datam ad quadratum reliquae MP. 
Fi&38» !• Magnitudine reftae MP manente eadem; fumma quadratorum reftarum 

10.&30. p^^ 59, feu quadratum reft^ SP, pariter eft datae magnitudinis. Proinde 

feftiones folidi propofiti , planis plano ZSX parallelis faftae , funt circulares. 

Ouoniam ratio MP : SP feu SN : NM datur : in triangulo MSN reftangulo 

2ld N angulus MSN datur magnitudijie ; ideoque SM efl latus coni refti, cu- 

jus axis eft 6^3^. Sit (p angulus datus TSM. 

II. Refta 
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II. Refta SQ eadem maaente, quadratum reftae MP eft ad quadratum 
reftae PQ fpatio data auftum, in ratione data; proinde omnes feftiones planis 
plano ZST parallelis faftae funt hyperbolae fimiles. Ejusdemque indolis funt 
feftiones planis plano TSX parallelis fafta^. 

III. Solicium propofitura plano fecetur quocunque, quod plano ZSXinS^F' FifrSS. 

refta occurrat fub angulo a, & fit angulus XS F = S. 

Eft PQ^+SQl^^SJi^ = MJi'^cof.^<i+S'Jf'^-2SS'xMR'co(.arm.€,^^f. 

-2SS'xS'Ji'co(.€ +^^ 
et MP^ = MJi''fm.''a; 

proinde MR''rm.'a:MR\oL'a+S'Ji''^2SSX^f^^^^^ i rtang.^^p: 

unde MR' *coL ^a : (SR'- SS'coLey+(MR'coU' SsTm.Sy =cot.'a : tang.'(p, 
i^. Sit cot.a=:tang.(p: erit (SR'-sScof.€f=iMR'^coL^a'(^MR'coU'SsTm.€y 

=^(2MR'co(.a' SSfm.C)xSS'im.S; proinde feftio.folidi eft parabolica. 
2°. Sit cot.a<tang.(p; 

(SR''SS'co[.e)''=MR'^rm.^atang.''(p-{MR'coU'SS'rm.ey 

=(Ai/?'(fin.atang.(p+cof.a)-vW 'fin-O (»y»s'fin.^-iW/c*(cof.flt-fin.atang.^)) 

^(MR'S2^.SS'i:m.q CSSrm.S'MR'^ft^) 
cof.(p cof.(p -^ 

_ cof(p-a cof.(p+tf/ .gfin.^ fltfin.^gcof^^p ^ .j^j^ i_^ « i fin.gcof.fltcof.^^ YN 
cof.^(p ^ cof.(p-flfccof.(p+fl6 cof.^cof.^p+a-^ -/* 

Quare feftio^eft ellipfis, fi fuerit cof. (p— flt cof. cp + At quantitas pofitiva, feu 
^+a< i8o°; hyperbola autem, fi fuerit (p+a6>i8o°. 

Et quoniam fpecies feftionis pendet ab cofe*fficiente cof.^^ — fltcof.^ + tf, 
omnes feftiones planis fibi invicem parallelis faftae funt inter fe fimiles. 

Exenjplum urtium. Summa MJ^+PQj^ femper fit reftangulo fub refta NS Fig.jg. 
& fub refta aliqua data 2p aequalis. i°.&30. 

Igitur SJ^=iMN^=z2pxSN; proinde folidum propofitum gignitur rotatione 
parabolae, cujus vertex 5, parameter 2pj & axis ST. 

Secetur folidum plano ipfi TSZ parallelo: refta^S^ manente eadem, erifl 

P<^^=^2pxMP^SO^; proinde feftio eft parabolica: idemque valet de feftioni* 

bus plano TSX parallelis. 

Sece- 
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Secetur autem folidum plano per ST' transeunte. Erit 
RfrSS. iS'lt'.SS'coLey+(MR'coU^SS'Rn.Sr = 2pxMR'rin.ct. 

1°. Sita=9oO; ideoquecof.a=o: ent(SR''SS'coC€y.(ss'Cm.Cy=2pxMR'. 
Promde omnes feftiones planis plano ZSX perpendicularibus faftae funt para- 
bolae, quarum parameter 2p eft eadem quae parabolae genitricis. 

a". Sit a > 90«. Fit (S'R'~-ss'coLq* =: 
cof.««(;;tang.afec.«a(^tang.«+25<s'fm.O-(i/^'.fec.a(ptang.a+5<S'fm.€))*. 

Seftio igitur eft elliptica, & fpecies ellipfeos pendet ab angulo a. Pro- 
inde omnes feftiones planis fibi invicem parallelis faftae funt inter fe fimiles. 

Ut feaio poflibilis fit, debet efle 
WJi'-(ec.<t(ptang.a+SS'fm.q ^fec.«r(ftang.*(ftang.a-i-25,s'fin.C)); &fifuerit 
.M^'=fec.« (/^g.a+,S5'fin.0+fec.ar(/7tang.«(i;tang.a+255'fin.^;) , planum 
duftum tangit fuperficiem propofitam. 

Pauca haec exempla fufficiunt ad dijudicandum, quomodo ex relatione 
data perpendiculorum MP, PQ, sq fymptomata foUdi poflunt deduci; & no- 
mmatim, quomodo ex aequatione hac proprietates f(?aionum ejus, planis pofi- 
tionfi datis faftarum, inferuntur. Et quoniam aequatio curvae, quae eft kaio 
folidi propofiti per aliquod planum, oritur ex aequatione data inter tres perpen- 
diculares JHP, Pq, sq, fubftituendo valores harum Unearum per reftas MS\ 
SR' expreflbs; neque hae in valoribus iftis alia operatione prater additionem & 
fubftraftionem afficiuntur (§. 137.): gradus aequationis pro feftione ortae fupe- 
rare non poteft gradum aequationis, quae relationem trium perpendiculorum 
JHP, Pq,, 5Q determinat 

§. 142. Transeo ad plana contaftus folidorum generaliter jconfideratorum. 

Situs plani cujuscunque determinatur per duas reftas fibi mutuo vel paral- 
klas vel occurrentes. Proinde ut determinetur planum, quod propofitam fu- 
perficiem curvam in punfto dato contingat; determinandae funt duse reftee ex 
hoc punfto duft3e, per quas planum hoc agi debeat Secetur itaque folidum 
propofitum duobus planis per punftum datum transeuntibus: tum determinatis 
•fcftionum aequationibus (juxta §. 141.) ducantur (Cap. V.) refta, quae fe- 

• ftiones 
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ftiones genitas in punfto dato contlngant Planum per duas has tangentes ^ 
transiens erit planum contaftus, 

Facillime autem propofitum peragitur, fi folidum ad tria plana -ZiS-y, TSX^ 
TSZ fibi invicem perpendicularia referatur per reftas planis his perpendicula- 
riter ordinatim applicatas ; ^pariterque duae feftiones fiant planis duobus ex iUis 
parallelis: proinde tertio perpendicularibus. 

Sit igitur Mpunftum datum in fuperficie folidi, ex quo in planum ZSX Tig.%t. 
perpendicularis demittatur MP. Tum per reftam MP agantur duo plana ^ * 
m'MPj M^MPy planisTSX, T^Zrefpeftive parallela; & reft^, quaeinpunfto = 
M feftiones planis M*MP, M"MP faftas tangunt, plano ZSX in T &c T" puuf 

ftis occurrant. Erit (§. 40.) ^^„^ ^; hmc 2^r=yr((^' + (^)')- 

Sit PT ipfi TT" perpendicularis; erit 
dx dz 
dy'dy * 



PT=2 yx 



yx 



K(i)'+0') 



tang.«y= ^= r((g)'+(^») = ntMg.«Jfr'i'+tai)g.»JlfriO. 

fec.«ri>=rO+(|)'+(d^)') 

co(.JIlTP = ^ — 

»^0+0'+©') 



rm.MTP= r 



"+(^D'+(rD' 



^dz^ ^dx^ 

Exentptum primtim. Curva in plano M^JUP defcripta fit circulus, CUJUS ra- 
cUus r; & curva in plano M"MP fit parabola, cujus parameter zp* 
dtf » . /dy\» zz 



y 

^^ ^ dx y r-dx^ 2x 



zz 
'zz 



t^ng. MTP = r(^?-+^> 
° Vr-« a^-' 



D d 



Mxem^ 
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Exempltm fetUndm. Ambse citfvse in planis M^MP, M'MP fiat circulir 
quorum radii r&Lr: 



ent j J tang.itfPTrs 7^1 ^ — ir + '> 



^diX^ rr^xx 

§. 143. Ex prsecedentibus deduci etiam poffunt capacitates folidotum: 
(five non fint rotunda, five ut talia non confiderentur), dummodo feftiones 
^orum planis fibi invicem parallelis fa6tee juxta datam legem crefcant aut de* 
rrefcant. 

Etenim folidum propofitum fecetur planis fibi invicem parallelis, & quo- 
rutti diftantiae fint v. gr. sequales. Tum folido infcribantur & circumfcriban^ 
tur folida cylindrica, quorumbafes fint feftiones folidi, & altitudo communis 
fit diftantia duarum feftionxmi fibi proximarum. Fruftum folidi inter duas fe- 
ftiones vicinas comprehenfum, majus eft folido cylindrico ipfi infcripto; minus 
autem circumfcripto. Atqui ratio aequalitatis limes eft rationis horum folido- 
rum cylindricorumj ergo a fortiori ratio aequahtatis limes eft rationis frufti fo- 
lidi ad alterutrum horum cylindrorum. Quare pofita diftantia communi dua- 
rum feftionum vicinanun = Ax, area feftionis folidi = /, & capacitate folidi 

raS': erit lim.^ = /; ideoque 5— = /. Data igitur lege, juxta quam fe- 
dx ax 

ftiones x crefcunt aut decrefcunt; datur exponens differentialis ^; & proinde 
res ad calculum integralem reducitur. 

K&3Q* Exemplufn primum. Sit ASADD' paraboloides, gyratione dunidii fegmenti 

parabolici SAC circa axem SC genita, quae fecetur plano MZM' bafi ADA per- 
pendiculari, & plano SDD' per axem transeunti parallelo. Seftio MZWt pari- 
ter erit fegmentum paraboUcum: nempe ZP^SCy. ^^ - = ^^^-^- 

Igitur Z9lPi=^MP.ZP) = |SC. ^, & ZMM^^^iSCx^, Quarfe pofi- 
tis CP= x^SC=zh,^ = r: erit ^ = p^x^Hl:^^. Unde 
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S=sbX — L. SitJC = r: erit5=iArn;. Unde 

rr 

fegmentum MAZM' ^Kjrr arc.rm.^(^^ ' ^^^) — \x V^rr - xx)5!Ilgff). 

Exemplum fecmdum. Solidum vf5!/f'£)D' fit dimidia ellipfois, quadrante elii^ 

pfis SAC circa axem SC rotato genita. Sint .^S, DSD', ^CD tria plana fibi 

invicem perpendicularia; & fit ZJHM' planum plano DSD' parallelum. 

Sint 5C=fl, ^C=A, CP=x:entZP=l,MP; MZP=^ ^xMPx ZP = 

b 

ipX^.MP*; MZM'=p.j,MP»^p.±(bb'Xx)=^; unde5=j7.^(W*-|*») 

- i». jjf(|W+|Ar/»»). Sit x = b; fit S = iabbXp. Hinc fegmenti M^Jft 
capacitasefl: (^b(b-x)^^(^x.MP')p. 

Exmplum tertium. Solidum propofitum fit conus reftus jiS/i\ qui fecetur Flg.^Sb 

plano parabolico MZM' lateri 5"^ parallelo. 

Hoc cafu eft ^ = MZM'rm.ZPA 
dx 

MZM'^ i.MP.ZP; f = ^MPxZPRa.ZPA= i(r'x)'r(rr-xx)Rn.Sjf^; 

S = (|rjcr(rr.jcjc)+ fr3arc.fin.i?^— 4(rr-jcx)^yin.5^^ 

Sit 5 = 0, quando jc = o ; C = ^r^Cm.Sj^ji'. 

Hinc 5= ^C^C^' MP^yin.S^^-i^^^Cx CPx MPfin.S'^y^'+ f i^C^X JfDfin.5'.^^. 

Scholium. Principiorum capite hoc expiicatorum ad fuperficies folidorum 
non rotundorum determinandas applicatio non «que facilis eft ; ob perpetuam 
mutationem angulorum, fub quibus plana fuperficiem tangentia ad plana fe- 
cantia contigua inclinantur : neque magnam ad hunc fcopum utilitatem formu- 
Jje inclinationum planorum tangentium ad plana, ad quae fuperficies refertur, 
§. 142. exhibita, afferre poffe mihi videntur. 

§. 144. Progredior ad curvas duplicis curvaturge diftas, feu ad ciuras ia 

codem plano non jacentes, qijuirum fymptomata principiis capite hoc ftabilitis 

4eteqninantur. («) 

Dd z Sit 

(a) De his cnryis primns egregintn opQfcDlam fcrlpfit fagaciiHmDs Clatraxjt, tix rex* 
decim annos natua» fab titalo: Traite' des Courbes d doubk Courbure, Paris 1729. 
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Sit 3f punftum quodlibet alicujus curvae duplicis curvaturae, quae r^^fera- 
tur ad tria plana ZSXy TSJT, 2SZ, fibi invicem normalia, per reftas JMP, PQ, 
jig^38, 5Q, perpendiculariter fibi mutuo ordinatim applicatas. Curvae hujus in pla- 
num ZSX projeftio orthographica determinatur per relationem mutuam abfcif- 
farum «SQ & ordinatim appUcatarum PQ; Pariter ejusdem curvae in planum 
TSZ projeftio orthographica determinatur per relationem reftarum JUPy PQ; 
denique curvae hujus in planum 21SX projeftio ortlfographica determinatur per 
relationem reftarum MP, SQ. Hinc fymptomatum curvae duplicis curvaturae 
determinatio revocatur ad confiderationem curvarum in eodem plano jacen- 
tium, quae in planis ZSX, TSZ^ TSX funt projeftiones ortliographicae curvae 
propofitae, 

Duabus autem harum projeftionum cognitis innotefcit tcrtia. Etenim data 
relatione perpendiculi AfP ad unamquamque reftarum /^Q, «SQ (feudatis cur- 
vae propofitae in plana TSX, TSZ projeftionibus orthographicis); datur etiam 
(quantum permittit imperfefta funftionum theoria) relatio reftarum -PQ, 5Q 
(feu projeftio in planum ZSX). Pariterque data aequatione fuperficiei curvae,- 
in qua curva duplicis curvaturae jacet , & una trium curvae in plana ZSX^ 
TSXj TSZ projeftionum; dantur duae reliquae. Data enim relatione mutua 
trium perpendiculorum MP, PQ^ 5Qper,aequationem fuperficiei propofitae de- 
terminata; dataque praeterea relatione duarum v. gr. re6larum -PQ, SQ per pro- 
jeftionem in planum ZSX: datur etiam relatio utriusque horum perpendiculo- 
rum ad tertium MP; feu dantiu: curvae propofitae in plana TSZ, TSX proje- 
ftiones. 

Exemplum primum. Projeftio in planum ZSX fit circulus, cujus centrum S^ 
radius r; erit ideo zz+xx =^ rr. Projeftio autem in planum TSX fit ellipfis, 
cujus centrum S, & cujus axes n, A in reftis SX^ ST jaceant : erit itaque 

aa , 



hinc zz+xx = ^fbb^yy)+ zz = rr: 
bb 

aa 
bb 
planum TSZ projeftio orthographica eft iiyperbolica» 



unde zz = ^(yy+ —(rr^aa)). Curvae igitur propofitae in 

bb aa 

hvperbolica» - 

Exem* 
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• Exemplum fecundum. Utraque projeftio in plana TSXj TSZ fint parabolae 
conic3e, quarum axes jaceSnt in axe ST, quarum parametri fint 2f , sp^ 
& quarum vextex conununis fit ^S. 

Fit ideo 5^ ^ ^^; hinc xx : zz:=zp:p\ & x:z- Y^pilTp: quareproje- 
ftio in planum ZSX eft iinea refta; uilde curva propofita non eft duplicis cur- 
vaturae, fed tota in eodem plano jacet per S transeunte, & plano ZSX ^er^ 
pendiculari. 

Secus erit, fi punftum 5 non fit vertex conununis utriusque parabrf». 

unde p'(^^— 2«i?) = K^«— 2*P') 

feu XX =2 ^iZZ—2bp+2ap 

P 

=3 E^^zz—abp + ^ap); & proinde proje6lio in planum ZSX 
P 
cft hyperbola, nifi fuerit b = a. 

Exemptum tertium. Curva propofita jaceat in fuperficie fphaerica, cujus cen- Fig* jj. 
trum S, & radius datus SM=^ R^ Curvae autem in planum ZSX projeftio or- 3®* «4^ 
thographica fit circumferentia circuli, cujus radius r, & centri C inpIanoZSX' 
pofitio Seterminetur per reftas CA = a^ Cb = by magnitudine datas. 

Relatio trium perpendiculorum x , y , 2 determinatur duabus aequationibus 

zzz^aa±2aTr{rr-(^b^x)^)+rr^(b^xy 
xx+zz=:aa + 2ay^(rr'(^b''xy)+rr''bb+2bx=:RS'-yy: 
unde yy =iRR'aa^rr+bb'2hx^:2ay(jrr'(b''X)^). 

Sit V. gr. a =2 o, A = o; ideoque centrum projeftionis fit in *S, yy:=iRR=^rr^ 
quo docemur, projeftiones in utroque plano TSX, TSZ efle reftas plano ZSX 
parallelas; & proinde hoc cafu lineam propofitam efle fimplicis curvaturae. 

SchoHum. Exemplo hoc continetur inveftigatio curvae, quae eft feftio com- 
munis fuperficiei fphaericae, cujus centrum S & radius R; ac fuperficiei cylin- 
dricae plano ZSX perpendicularis, cujus centrum bafis eft C & radius r. Pa- 

Dd 3 tetque 
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tetque hoc exemplo: quomodo inveftigatio fymptomatum feftionis communis 
jLuarum fuperficierum ad determinationem fymptomatum curvarum duplicis cuf- 
vaturae reducatur , quod alio adhuc exemplo familiari illuftrabo. 

Exemplum quartum. Sit hemisphserium , cujus centrum 5, planum bafis 
ZSXj & radius R: fit porro conus reftus; cujus vertex C jaceat in plano ba- 
(ijs hemisphaerii, ita ut bafis coni fit bafi hemisphaerii parallela, feu ut axis 
coni fit bafi hemisphaerii perpendicularis. Diftantiae verticis coni a planis TSX, 
!fSZ dicantur a, b; & fit (p dimidius angulus feftionis coni plano per axem 
transeunte faftae. Erit 

XX + zz + yy = RR 

(Jb-xy + (a-»)» " = yytang.^cp 

hinc jfjcfec.*(p-afcjf+W-f-a;«fec.*(p-2a8+flfl =3 ^^tang.*^ 

feu XX -26jccof.*^Wcof.'(p+:2;2f-2«coC*(p+ixflCof.*^=: jff^fin.^(p 
feu {x . b cof. »(p) ^+ (« - flcof. *(p) » =^o^.\RR • (aa+W)cof.*(p), 

Projeftio igitur feftionis communis fuperficierum coni & fphaerae in pla- 
num ZSX eft cbrcumferentia cbrculi. 

Item fit RR=^aa:\:2aY'{yytaing.^(P'{b'xy^+yykc.^(^.bb+2bx 

RR=zbb+2birQyytmg.-(P'(a^zy)+yykc.^<P'aa+2az, quae funt 
aequationes projeftionum ejusdem feftionis in plana TSX, TSZ refpeftive. (a) 

''frS^ §• 145. Sint Mj Bi' duo punfta curvae alicujus curvaturae, quorum pro- 

jeftiones in plano ZSX fint P, P* refpeftive; unde eft PP projeftio chordae Jf ilf*, 
punfta M, -W' jungentis, & /^T* projeftio fecantis. 

Quare MM'=2 r(iMw'^+^fm'») = ^(PP^^+iHm'^) = r(Ax»+A:5^+Ay»J, 

et ^;=r(i+(^%(^'). ExtendendoigituradcurvasdupU- 

Cis curvaturae, quae vera funt de curvis fimplicis curvaturae, quod fcilicet ratio 

aequaiitatis limes fit rationis arcus ad chordam: — = '^(i + (t|) + (3]:)^) J 

ife proinde exponens differentialis arcus curvae duplicis curvaturae, & cujusvis 

perpen- 

(a) Qui plora de boc capite volaerit, confolat Euleri JntroduSionem ad Anatyfin 
• infinitorum : Appendix de Superficiebus. 
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perpendiculorum ex punfto aliquo curvae hujus in plana ZSJ, ZST, TSX de- 
miflbrum, per projefliones curvae hujus inhaectria plana determinatur. 

Porro anguli ilfrPlimes eft angulus, fub quo tangens curvae ia M ad 
planum ZSX inclinatur, & tangens hujus anguli eft — -; — ^zv\* ^^^"^ 

anguli T'PQ feu PPq limes eft angulus , fub quo refta PQ inclinatur ad pla- 
num per tangentem in M duftum ac plano ZSX perpendiculare; & cotangens 

hujus anguli eft — . 
dx 

§. 146. Quamvis methodus hic delineata proprietates curvarum duplicis 
curvatune inveftigandi fit omnium univerfaliffima; occurrunt tamen cafus, qui- 
bus affeftiones harum curvarum brevius & luculentius aliis modis eruuntur; 
perpendendo v. gr, , quse ex propofita palmaria quadam proprietate harum cur- 
varum confequuntur. 

Proponatur v. gr. curva in fuperficie cuyva cylindri, quae ad fingula qjus 
latera fub dato angulo inclinatur. Expandatur fuperficies curva cylindri In pla- 
num; in plano hoc ducatur refta, quae fub dato angulo ad imum latus cylindfii 
incUnatur: refta haec erit expanfio curvae propofitae. 

Pariter defcribenda fit in fuperficie curva coni circularis refti curva, quae 
ad fingula ejus htera fub dato angulo inclinatur: fuperficies haec in planum 
expandatur; tum in plano hoc defcribatur fpiralis logarithmica, quae ad radioB 
feftoris fuperficiei cono aequalis fub hoc angulo dato inclinatur. Spiralis haec 
erit expanfio curvae propofitae. 

Idem potiflimum illuftratur exemplo curvarum toxodromicarum in fuperficie Fig.4i. 
fphaerae defcriptarum , qiiarum palmaria proprietas eft, quod meridianos fub eo- 
dem angulo dato interfecent. Sint P polus, PM, PM' meridiani ad duo pun- 
fta My M' curvae loxodromicae du£H, Jlfrtangens curvae loxodromicae in M^ 
& Mm arcus circuli paralleli centro P defcripti. $it PMT—(p. Sit P^ me- 
ridianus pofitione datus, ad quem an^li AFM referantur. Sit MPM' zz/iix^ ' 

PM =yy Mmzz^dy. 

lim. 
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lim.--^ =2 cot. cp, feu rim. -^-^? — = cot.®: lim.^—^ = fm.«/cot.(p. 
Mm ^ Axdn.y ''' Ax J "r 

lim." = tang.(pcofec.y, feu — -3- = tang.^cofec.y: unde 

-^^C+tang.^plog.cot.ly- Sitx=:o, quando y = 9o°=:/7: erit C = o, & 
^ = tang. ^log. cot. |y. Proinde cotangentibus dimidiorum arcuum PM in geo* 
metrica progreflione crefcentibus , anguli APM crefcunt in progr^ffione arith- 
inetica, 

Porro arcu ^iH^pofito = Z, eft — — = fec.(p,- hinc -Z=C— yfec^, Sit 

2=1 o, quandoy =]:?; C = f fec.(p, Z= ^jrfec.<p, cujus limes eft f fec.<p. 

Hinc etiam determinatur area fpTiaerica APM inter radios veftores PAf 
PMf & arcum loxodromicum AM comprehenfa. 

Etenun fuperficie quadrantis hemisphaerii difta Jfl, & area APM difta S- 

Fit ^=^fin.^iy; 
dx p ^ 

atqui — =3 — tang.(pcofcc.y; 
uy 

dS H H 

promde — = . tang.(ptang.fy: unde ^rrC— 2--tang.^log.fec.|y. Sit 

Ay p p 

5 = 0, quando y =2 p ; C = 2-tang. ^log.fec^s*^. -y^^^tang.^p^log.^^^^^^), 

p p leu. -2 y 

H H 

cujus limes eft 2— tang. <p log. fec. 45® = — tang. (p log.n = rr tang- (p X log- 2 — 

-T . P 

tang. (p log. 2 (radio fphaerae' pro unitate fumto). 

SchoHum. Formulae hae iis tantum calibus applicantur, quibus de loxo- 
dromica agitur, feu ^ non eft = 90®. 

Caput decimum sextum. 

De Jignijicatione exprfijjimis -§- et aquipollentium. 

§• 147. 

it P quantitatis mutabilis x funftio, qu3e habeat faftorem fimplicem x — m, 

aut faftorem compofitum (jc — a)»", inquo m eft numerus pofitivus : fimftio P 

cvanefcit fafto vc = o. 

Vicif- 
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Viciffim fi funftte PevSihefcit, fafto of = ii; funftio haec admittit divifore» 
fomiarum praecedentitim, in quibus m eft numerus pofitivus. ^quatione Pscd 
liberata a funftionibus furdis & transcendentibus, quas poteft continere: in- 
verfa haec unum eft ex pf*cipuis fundamentis theori* «quationum, & a ma:- 
thematicis admittitur , cafu faltem quo m eft numerus integer pofitivus. Ple- 
rumque vero eadem per fe evidens fit, .fiinftiones furdas aut transcendentes 
fun6tioms P in feries convertendo, aut alias adlubendo transformationes* Quod 
in gratiam tironum pluribus exemplis illuftrai^ e re effe cenfeo. 

Exemplum i. Sit Pc= d — y(aa—xx), qu3e evanefcit fafto Jf == d; dico> 
funftionem hanc admittere diviforem jc— o=j^ 

fT 1 o/'/ \ i XX L l X^ i i 1 ** 

Exemplum 2. Sit P=:y"(a+jc)-?^(a*x), quae evanefcit fefto ^=«>, 

^ * v(a+ar)+v(a-a:) v(a+x)+v(a-a:) v(a+a:)+v(a-ir)* 

Vel rCH-.)=r«+|.^-i.i.^^^ + |.|.|.^^- .... 

-^ I y^a * t a)^a i 5 T aa)^a 

unde /^ = ^.^.^ +2.|.|-|.^^ — . . . . 

Exemplum 3, Sit P = am— x», qu?e evanefcit fefto Jf = o. 

Per theorema Cotefianum funftio P admittit faftorem *— », fi w eft ftU^ 

merus integer pofitivus. 

Sit autem m quivis alius nttmerus» 

Eft jc«^(x.(a.;c))«tea».- am-i(a.;c)+!!!. ^!::!^'^ + . . - 

I 1 % i 3 

unde P(:=:a«n»«) -^ !!am-i(a^;c).-.^a»^a.x)H-...'^^^ — •.* 

Ee £^ff9f» 
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Exmplum 4. Sit P = (o+uc^w-^a-jf^wso fafto x =» o. 

(a\-xy^= a«^+1a«^ix+*l.'!^ a^-ix^ + !!...^am-3;c3 + . . . . 
'^ ' I I a 13 

^ 112 13 

I 1 3 

Exemplum 5. Sit P=)^(aiH-a^+^Ar)— ?^(fla-fljf+ji:jf), evanefcens fafto Ar=o. 

*tit faftorem x. 

Idem patet convertendo in feries quantitates 5^((«+^)^-«),. V^iiprxy+ax). 

41 

Exemplum 6. Sit P = a— J^a^x, quae evanefcit fafto ;c= a. 

4 4 

y^a^x^ ?^(fl^-a3(a-jc)) , quae in feriem converfa, & ab a fubtrafta, refiduum re- 
linquit, cujus faftor eft a— x. 

Pariter P = a-y"aa.xj(r«=a-7^(fl^-a<aa-x;f)), in feriem. converfa , ofiert fa- 
ftorem aa - jcat = (a - x) (a+x), 

4 4 

P = a.>^ajf5=:a^?^(a^-fl(a3.jf3)), ia feriem converfa , ofFert faftorem 

Ii3.5c3=(a-x) (aa+aj^l-jfjif)^ 

m » 

Generatim p = a-J^am-nxn^a-i^^aw^tfn-n^an-ijfn)), in feriemconverfa, 

offert faftorem'an-x**, qui admittit faftorem a-x. 

3 
Exemplum 7. Sit P = V^^aaaxx^x^) ^aT^aax ,. quae evanefcit pofito jc = a. 

^^^ iivv ' «x>^ A X v^\ i(afl-jcjc)^ X i (flfl-jcx)^ I i(flfl-jifjc)6 

ri2aaxx^x^))=r(a^-iaa.xxy}=zaa^f-—^ . . . 

dTaax =a^a3.aa(a-jf)) =flfl-|-fl(«-^)-i4(^*-^)^-i44*^~^'- • • 
Subtraftione fafta remanet feftor a— x^ 

Exemplum g. Sit P = Jf ± fin.^v = o , quando x = o.. 

Quoniam fin.jf = x^- at^^ -^s "•^^+ . . . •. 

1.2.3 '—5 1-7 

1.2.3 i-S . '—7 



X.2.3 I...5 I..r7 



Exem^ 
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Exempluni 9. Sk P = ^» — r-x^o, quando x=6. 

P = aJcC— + -^^+-^^'*+ • • • •) 
^1.2 1.2.4 i—^ 

§. 148. i^. Sit P funftio variabilis x evanefcens cafu x = a, quae igitur 
reAuci poteft ad formam (;c— a)p'; non autem evanefcat p' cafu jr = fl, nec 
proinde p' reduci poffit ad formam (jx^a)p"\ fed cafu x £= a deternrinatum 
obtineat valorem -^. Quaeritur hic valor. 

Ob(Jc-a)P=P; fit differentiando p'+(;c.a)lii = if : 

Ap 
unde -rf ^ T"' ^^^indo m expo- 

nente difFerentiali ^ quantitas conftans a loco mutabilis x fubftituitur. Bre- 
vitatis caufa defignet ^(^^ valorem exponentis drfferentialis j^, quando in 
eo loco X quantitas oonftans a fubftituitur. Fit ideo -rf=5 ''Q— j. 

a^. Pariter fit Q= (J^— fl)Q*, nec Q' evanefcat cafu x=t aj valor determi- 
natus 5, quem Q' recipit cafu jf = a, eft 5 = ^C^J* 

30. Tum vero ;^(=J-^) " qo <^afu *=« fit s-^^y CdQ> 

Exemplum. Sit P = jcm-B«", quae. evanefcit fefto x=a: g- = «««-i, 
^ Y— ^ = wa««»-« = A. Pariter fit Q = *«-fl»-, quae evanefcit fefto * = a: 

4^= nxn^f, & Y^^ = «a'«-t = 5. Hinc t^ « -«*"*•. 
dx V.dx-' B « 

§.149. 1°. Quodfi (§. 148. i°.) etiam p' evanefcit cafu*=a; proinde- 

que eft p'=(a:-o)P'"; fed P"non evanefcit cafu x=a: eodem modo cbnfequitur, 

yaldrirta detierminatum ./f, quem P" cafu x^a obfioet , effe .^* \dr> 

Ee » Atqui 
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calu x^Of 



"*- i:^ Cd:^> 

2°. Pariter fi (J. r^s^. a*».) etiam Q' = (jc-a)Q", nec Q' evanefcit fafto 
* = «I valor deterndoatus, ^, quem Q* cafu * «=« obtinet, eft B= -I_*^^^\ 

3 . Tum vero _(= _,-^;,=._., fit ^ = __ 
Exmptum. Sit P =s aP+»-(»H-r)a*n+fwn+i 

JH^ s -f».ji-i.«i+iax'«-a+».».«+-w»-»: 

Pariter fit Q t= flw+i-(«H-i!)a«"»+wJc«n+i 

fl.ddPv. 

Hnde i ^'i^.^a-«. 
^ a/dd^N m.m+i 

§. iSo. i^ Quodfi (§. 149. i^) & p'evanelcit cafa xato, & proinde 
cft p*s=(at-a)p'; fed P"non evansfcit csfu x=^ax eodem modo confequitur, 
valorem detenmnatum -<f ,. quem P" cafu x ss a ohtinet, efle A^s^ ^^^\ 

Sedpropter P'+(x-a)g! «^' 

^« ^^+<-->'^ = S^' ^"^^ '^^ ^-^' ««^- xVC^> 

y et 
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1.2.3 ^d*^ -^ 

a®. Pariter fi (§.149. 2«*.) & Q" evanefcit cafii x=s«,* ac proihde eft 

Q'c= (x-o)Q"; fed Q" non evanefcit cafusw = a: valor determinatus^, q^uem Q" 

cafu X- fl ohtinet, erit B = -L_Y^\ 

1.2.3 ^o* -^ 

3.\ Tum vero -(^= \^j^) = ^J fit - - ^-g^y 

'«(^o=.-3.2-^ ^=-3 ^ :o 2^^ ; 

§.. 151. Si rurfiis (§^ 15°*) P'"& Q"evanelcunt, pofito 3fi=»a;: & proinde 
ftmt P"= («-a)p"; Q"= (x-^a)Q^\ ita tamea ut P"& Q^non evanefcant cafii 
ac=o,' fed I>"&Q"h0c cafit valores habent determinatos^, 5: erit 

§• is^. Generatim. Sit P = (ac-fl)»"?', exponente m denotantp numerum 
ihtegram pofitivum; & p' non fit divifibilis. per x— a. 

d^ 
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r-^ = #W...W-2(x-flJ«"-3.P 

cbc* 

+ 3W.fll-l(5C-fl)"*-^. ^ — 

ax 

df£ 
d*3 

dP' 
+4«»...i»-2(jc-a)"*-3. __ 

ax 
+ 6 w ... « - 2 (x - fl)««-a, 



(x-o)" 



dx* 
+4W (x-«)'^»-^ 



+ "w...«-(«-2).(x-a)«»K«»-i).4^ 
+!!.^»»ff. . .w- («-3).(jc-fl)"Kn-^ . ddP' 
+ 'L..*!:* w. . . w - («.4).(jc-o)m-(«-J) . ^ 



(jf-o)« 



djc» 



d-n/» 
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M 



...l.P 



, W / X dP 

I ax 

, fw w-i , ^« ddP 



+ .— ^.wi ... 4 (j>f-a)^. 



I 3 



+— .f» 

I 



(x.ii)«-i 
(x-tt)'" . 



d^' 
djc3 

dxm ' 



Proinde A = 



I «i 



.^mp^ 






I.2.-f» MaT™- 

Pariterfi Q = (;c.fl)«Q', 



fl/d"^/^\ 



I.2...W MJf"»^ /* fl/d^Qx 



§. 153. Sit nunc P = (x-ayp^ denotante». nximerum: integrum: pofiti» 
Yum.. Fitideo P"» = (x-a)p«. 



d* 



djc 



«nd. ^ = f C(^^)> 



Sitpariter Q = (*-a)ngi erit Q» = (*-fl)3V &^=^C(-^))-- 

■dAT 



unde ^ = >^ 






fl/dQns 



m« 



§. 154. Sit tandeni! P = C*>»)"n"f„ ideoque: 3pn^=(jr»fl)wpn: 



Sit 
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Sit quoque Qs^jc-a^n^r; ideoque C^=:(je'ay>qn: erit *(^^) = i...,wS«»; 



^ ^d^^ „. ^ = r 



mde:^=-li£ll, &^ 
i^"» a/^dmQn v i» 






o/- d'"Q°N : 
L *^ dje» '' 



^w»f/;/ii. Sk P = nCJwe- ««)- (*-«) = r(*- a) (^(xfa) - 9^(x- a) ); 
proinde p = ^(je^^i)-^'^*-»). 
firit PP = 3(x-«)(x-v(aas-«a)) 

-, -'^ (a - varx-a«)+a(a:-a)(i ^^^ =» *C* " v(««-«a) +'a(x-a) - av£l5) : 

«nde .^litf = aa, A a= V2«. 

^ ^ s v(«3-«3)-(a;.tt)v« as v(x-a) (v(xx4-«a!+a«) - va;(«-«) ) 
i^P s (x-a) Xctxx-\<ia - 2V(x(x-«) (x«+ax-|-a«) ) 

-^=(>>.^.,v(<^)(.^^M))H^)(4.- ^->^-^:^^^^^ 
«»r^.w^-o..(^(>^)(.va^>x,,)).u;>w.>,>.vr^.> (*^)(**+y+">*(**+'*+^^ 

V««.v+*irt-««)) - 
{ToiBde BB = aaa, B ^ ava. 



$• 155. Obfervatio. Ex fbrmuk ($• 1^2,) 



•w,.>iP' 



r| — • wf • * ^ a(jofl)-j~ 

+ -.- — •Iff^ » ' 4C'^y 1 A * 
13 dx* 



I 



(xwi)«-i 
(x-a)« 



dx"*"i 
dmp' 



d^B 



fequltxu', quantitatem m • • . . i^, 

qu» 
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quae eft limes pofterioris membri hujus sequationis, limitem efle etiam expo- 



d^P - I t. dV^P 
nentis differentialis — , feu -^ = lim.^ — , 



Panter if =2 liin-:r-^; ^nde — = -j— = Irni.-r-T:- 

1.2...W djcm' if lini ^ ^'"Q , 

Hanc obfervationem paucis exemplis illuftrare haud alienum abs re erit 
dP _ dP 

Sit — = ; .o 1i"^-h7) = ^^"^- = I- 

da: "" ^* do; 

^. P tane.jc dx — ^^*^- •* ,. dx ,. ^ , 

^'^ ^ = ^ ' ^2 _ lim. 5g = lim.fec.«* = r. 

ckc ^ ^ dx 

Sit 5 fumma progreflionis geometricge 5= i^x-^-x^ -^rx^^...^ x^^ : eft 
S = i^^ = f!llZi, prouti progreffio decrefcit, aut crefcit inde ab unitate. 

I— Jf X I 

Quodfi autem feries propofita neque crefcit neque decrefcit; feu fi feries pro- 

pofita terminis conftet inter fe aequalibus: fit 5 = ilIlL = Lzl. 
^ I — I I — I 

Dico autem: methodos, quibus progreffionum geometricarum fummae in- 
veftigantur, ad hunc cafum non poffe applicari. 

Prima methodus eo redit, ut inferatur (ex Prop. 12. Lib. V. Elm.^: fumma 
omnium terminorum excepto ultimo eft ad fummam omnium terminorum ex- 
cepto primo, uti primus terminus ad fecundum. Unde, cafu aequalitatis omi^ium 
tertninorum, fit 5 — i : 5— i = i : i , S—i = 5— i ; quae eft aequatio identica, 
ex qua nihil concludi poteft: & fi computus ulterius continuetur, fit 
5(i— 1)= I— I, 5 = -m, quas eft expreflio indeterminata. 

Transeo ad alteram methodum. 

Sit .S = i+x+x^+x^ + x^^ + .^.x^i 

erit Sx =2 x+x^+x^^+x^+^ ..x^-i+x^ 

unde5(x-i)=-i +x^ (fi progreflio crefcit) 

5(1-^?)= I — x^ (fi progreflio decrefcit) 

F f Sit 
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Sit autem feries neque crefcens neqtie decrefcens: erit 

S.l =i I + I + I+....+ I+I 

^5(1-1) =3 I — I «S = -— , qii3e iterum eft 

expreflio indeterminata, 

Cum autem ratio aequalitatis limes fit tam rationis decrefcentis x : i (po- 
fito X > i), quam rationis crefcentis at : i , ppfito x< i ; pariter fumma termi- 
-^norum fibi invicem aequalium tam limes eft parvitatis fummae decrefcentis toti- 
dem terminorum in progreffione geometrica a primo inde prioribus aequali cre- 
fcentium, quam limes magnitudinis fummae crefcentis totidem terminorum in 
progreffione geometrica a primo inde prioribus^aequali decrefcentium. Unde 
fumma terminorum fibi invicem aequalium (quamvis feriem geometricam non 
conftituant) elici poteft ex fumma totidem terminorum ab eodem primo ter- 
mino in ferie geometrica progredientium ; quserendo fcilicet limitem fununae 
hujus progreffionis, quatenus exponens progreffionis ad unitatem accedit. 

Eft nempe 

^ X -1 x-111213 '4 

cujus feriei limes parvitatis eft n. Sed hic limes eft feries totidem tenmnorum 

priori aequalium : ergo fmnma « terminorum unitati aequalium eft «. 

Pariter fit 5= i+2*+3*«+4xH5Jf H . . . +« Jf""^ 

Sx=s x+2x^+sx^+4x*+...+n-Uxnr-i+nx^ 
5-5x=i + je + ** + *» + *'»+...+ x«r-i'nx^ 
Sx-Sx^= x + x* + x^ + x^+...+ XM+ x"-«xn+i 
S'2Sx+Sx»=:i -(«+i)*«»+«*«>+i=«(jf"+i-x'>H-«"-i> 
Faftox=i, erit 5((i-i)-(i-i) = (»-»)-(i-i))» ex qua expreffione nihil 
deducere licet. 
Fiat autem *=!+«, &qu3eratur hmes expreffioms ^ (x-i)* ' ^ 
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I I ii I ^ 



- ^Li^^+rt^^ ^-^-^-^+^^+ a ^'^'^'^--^^ ^^^^ cujus limes eft "Li^. 

"" 1*2 I-2-3 I....4 1.2 

Eademque computandi methodus ad plurimas feries applicatur, numero- 
rum nempe figuratorum, & generatim terminorum ad differentias conftantes 
perducentium , eorundemque per terminos feriei alicujus geometricae multipii- 
catorum. 

§, 156. Hinc intelligitur, quomodo theorema Taylorianum poflit adhanc 
inveftigationem adhiberi, Scilicet fit /^= -^ ; fitque P funflio integra ipfius x. 
Sit A* valor ipfius x-a, praecedens valorem jf-a=o ; valor ipfius P huic valori 

^ . .^ AxdP ^A**ddf». A*3 dsp. . 

Ax refpondens erit _^+ -_+ —33^+..., 

Eoden.,ue modo Q.= ^+^^^+^^^i^..., cujus Meseft -(^): 

fl/ddP\ 
Eodemque mod. fl "(g.) = o. &"(§) = o: erit ^ = ^. & 

fic deinceps; quousque ad exponentes differentiales fimul non evanefcentes 
perveniatur. 

§. 157. Huc pertinet determinatio (li poflBbllis fit) differentiae expreffio- 
num infiniti feu impoffibilis, quae prodeunt, dum operationes quaedam ultra ca- 
fus, ad quos quadrant, extenduntur; feu expreffiones §-i, oo-oo, (i-i)oo, 
0X00, oX|; quippe quae ita redeunt ad §• 

Exempliloco fit applicatio reft)lutionis fraftionum^ quvum denominatores 

Ff2 fafto* 
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faftores habent a fe inYicem diverfoSj^ ad cafiml, quofaftores hi fiunt inter fe 

aequales. 



x-a jc-a I I a-a ^x-a AT-a 



ara JC-a 



fignum impoffibilis -^i nos monet, refolutionem propofitam effe impoffibilem; 

& quserenda eft differentia 'duarum expreffionum impoffibilium -i—r — - — , 
j j a^a x^a 

a-a JC-a* 

I I I a*a Ca^a)^ (a^a)^ 

Eft autem 1 = tt — k = — ""^ — \2'^ /\. ^(2 — / (a + • • • • 

x-a A?-a+(a.a) x^a ix-ay {x-ay {^-^y 

l ( I I \ _ I / a-a (a-gy (g-g')^^ x 

.a'^A.a""^.a'-^ I7x^.a)^ (j^.a)3 '^(Ar.a^^ • — -^ 

r3+7r:rr4---- = /:riN2 cafu,quoa=fl. 



a-a 



Pariter r — b^ — « — /* — 

jf-a . jf-a . jf-a a-a . a^ A-a 

"T-T 1 ^//' 



I 1 



a-a-a-a x-a 



- - r « 11 I 

I I ra^a a^^a , a^a 



-« » — r» — » 1 w — r ^^ . . 

a^a*a*a x^ a^.a^^^a^a^x^^a x-o x-a^ 



(a^a a^a a-a \ 
— ,-{-_^ 1 



.r ra-a a-a 

= \ 7i — I i\ — ^ 

a^a.a^*a^a ^x-^a jc-a 

a-a'.a-a^x-a x-a^ a-a\ a-a^{x-a ) - (a-a ) x-a''' 

I / I L\~ I ri I > 

aV.a-a^x^ ^-^ a.a'~a^aSx^a (jc-o')-Ka'.ay 

_ I / g-a' (n-q':» , f>»-a')3 .(a-aV^ . 

~flTZ^'\T:ir)^+(7:7)3+(3r:7>s V-«')' 

I ^ «'-«" (^'-g")» (a^a')' (i:^. v 
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I « ^ ■ "x 4 ^ > "x 9 

;^\":^>"(7^'''(j«r-ay~(*-fl')5'^ . . . ./ 

» r «-«" . (fl-fl^JCfl-gfl^+fl' ) . (fl-fl'')((a-gy-(fl-»')(fl'-fl''>Ko.-fl')« . . 



f , /1 



a^a.a^a ;«*a 



Undepofito a=a=za\ fit+-T — L^,,._l 



TTo — 



fl - fl.fl -fl JC-fl (jC-fl )3 C-^*^) 



3 ■" rjf.fl^3* 



■ - « // I ' > 

fl-fl.fl-fl JC-fl 



Expulfis igitur impofllbilitatis fignis, coafta calculorum ad cafiis, ad quos 
nonquadrant, applicatione introduftis, reftituitur expreflio realis — L-^ , quae 
in exprefliones impoflibiles fuerat refoluta. 
Idem dicatur de refolutione impoflibili fraftionum ,— Vi — -— . (a\ 

(jf-fl)" (XJC-2flJfCOl.a4-flo)n 

§- 158. Progredior ad nonnulla exempla, quibus differentiae propofitae 
quantitates transceiidentes comprehendunt; eaque defumta ex Euleri Injlitu- 
tionum calculi differentialis parte pofteriori Cap, XV* 

Exemplum primunt. Sit funftio -^ — . ^■■., cuius termini — & -J 

X'l log.Af -^ x-i log.jc 

fiunt I feu 00 fafto x ^j^ 

Sit "^ — ^_ — jclog.jif-(jr-i) ^ P 

JC-I log.AT X'lA0g,X Q* 

Ff3 Erit 

(^a) Applieationes inter boc usqne traditonim notari inprimia tneretnr fraftiononi ratio- 
DaliDm , qnarnin denominator faftores babet tam limplices qoanri coirpoiitos » tam rea- 
les qoam imaginarios , in alias refoliiitio a celeb» Euijcro in Ir\/litutionibus cakuU 
differentialis Cap» XVIII. expoiita. Qoamvis 'enim refolotio baec metbodis mere 
elementaribos (etiam absque methodo indeterminatarom ) generaliter inftitni poifit; 
propofitiones capite jioc lEUbilitas mire eam jovare^ac concinmofem reddere non eft 
diffitendam» ^ 
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Erit ~ = log.«+i— i=log.jf = o, fafto x=i 

5^- = log.*+lli = o, fafto jc= I 






= I, fafto x=i 



ddQ_ 1 , I *-! . a. 

j-^=>— + — — — = 2, fafto jf=i. 

Sxempkm ficundum. Sit fundio -; — ^ — , cuius quaeritur valor cafu, 

x{e»-i) 2xx ^ ^ 

quo x= o; & proinde uterque terminuis impoffibilis. 

JP^ _ (x+i)-(i-Jf)(g»*) 
(^ xx(e»- 1) 

^ =: i+(2x-i)«a« =0, faftoJfso 

dic 

-^ =! 2Jf(«3«-i)+2*Jf«» = o, fafto Jf=0 

ddP „ r a 

^T— = ^Jfe** = o, fafto Jf=o 

OJf* 

5^ = ^(evt-i^^ + sxevi+^xe» = o, fafto jf=o 
= 4eax + ^xr» = 4, feft» Jf=o 

«i: = 12*» + 24xe»+8Jf*e» = 12, fefto x=o. 
o/d^/N 



Hinc J^il«:^«vW«4. 



Mter 
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Aliter ^an = '2x+^x^+ .^L^^+ JLx^+ . . . 

1.2 1.2.3 i—^ 

,. I I-AT I ' 1 

hinc r = — .2 2^ 2^ . 



Z^l 



^(e««-l) 2XX 2xx 



1+ X-\ XX+ x^ 



-d-jr) 



_2 

2xx 



^(I+— 3d-— X»+-^X3+ _ _) 
1.2 1.2-3 I...4 ^ 

1.2 1.2.3 1—4 1...5 



i+±xi'J^^x^+^x^+. . . .) 
1.2 1.2.3 ^—4 



2X0: 



«+(-f-^W^-2iy+.... 

1.2.3 i"4 ^i.'.4 i...5^ 

1.3 1.2.3 I...4 

= X . ^1.2.3 !...< ^i..,4 i.,.5^ ^ ^ 

* * 2 ^^ 3 "" ^ 

I + — *+— X* + J_JC3 + . . . . 
1*2 1.2.3 I...4 



fafto ^ = o. 

Exmplum tertium. Sit —^ 1 — fun6lia ex duobus tenninis impoinbi 

XX: X LtiU^.X 

libus compofita, fafto J(r=o.. 
** 4^ xxtang.o: 

ax 

^ = a3ctang.JH-«afec.«at 
dx 



^ = 2fec.»*tang.je 

^j-S = 2tang.j(+4Jffec.'j^f3«arfec.'jftang.x 

-_ = 4fec.*jftang.'x+afec.;*jir 

;j-ii = 6fec»»jH-i2Jffec.»jftang.jH-4ar«fec.*jftangv*;f . 
^ +Aa:a:fec.'»jr * ^» 



Unde ^ = i, fafto x=o. 



fi= o, fafto;ip=o 
= o, faftoopao 
= o, faftoj:=o 
= o, faftoxi=a 
= 2, faftox=o 

fafto;ip=o 

Mter 
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Aliter 



cor.jf_ 1.2 1...4 1...6 



1—3 1—5 1—7 



hinc £. = -l-(i !l^^ L24 Ln^ ) 

1...3 1...5 I...7 



— JLax+Ax^ — 



_ 1...5 ,i...7 



I— — — ««H — L-x* — . . . . 
1.2.3 »-5 



= ^, fiafto jif=o. 



Exemplttm quartum. Sit i ,.-i fun^lio ex duobus terminis impofli- 

2x Jc(e»+0 
bilibus compofita, fafto x = o. 

Igitur if^. f-' , 



4£. 
d* 



= «« 



= I, fafto x = o 



dO 

-5-i:- = e*+i-¥xt* sa 2, fafto x~o: 

ax 

P P 

hinc %- = ^, fafto af=o, feu ^ = ^. 

Aliter ^«+i = 2+*+— + jf_+. . . 



1.2 1.2.3 



hinc -1— -^2_. = ± 



1.2 1.2.3 



2+X+— +— + ... j 
1.2 1.2.3 



I 


^1+ "" +J^+... 
1.2 1.2.3 


— 2 


X^ 

2+ X+ +•.. 

L 1.2 






A 
§. 159. Cafibus explicatis , quibus quoti — fiuntdeterminati; paucisper- 

ftringam cafus (non fatis Iiaftenus obfervatos), quibus fignum § abfolutam in- 
dicat jndeterminationem. Quod ut luculentius faciam, ab exemplis quam fim- 
pUciilimis ordiar. 



Exem^ 
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Exmplum prtmum. Sit m : w' ratio data duarum quantitatum x, y; & fit 
n : n ratio etiam data earundem, poftquam quantitatibus datis o, b auctae fuerunt 

Erit x = >w X — T — r- »:+« = w X — j — r- 
izm-fffTi nm^nm 

y = wx^ — I — r- x±D=in X — I — I-. 
^ nm-nm nm-nm 

Jam vero fit a : & = w : fw\ 

Quoniam xiy^mim': ent x+a:y+b:=m:m'; \^eoqvie n:n^m:m. 
na = nb 5C==aX§ a; + a = flX§ 
^^^ fiifl = fw6 y = & X § y 4- & = ft X § 
Atqui ratione quantitatum a &c b rationi quantitatum x &c y aequali pofita, 
patet: quantitates x & y efle poffe qualescunque , feu eas effe indeterminatas; 
proinde hoc cafu fignum § abfolutam indicat indeterminationem» 

Cafibus, quibus quantitates « &y funt determinatae, quantitas x (v.gr.) 
determinatur aequatione mnx + wna = nm x + nmb. 

Atquipofito m:m'=n:n\ eft wi»' = f»w; ideoque termini #w»'jf, «w x funt 
invicem aequales: unde debet effe mna^nmb, feu »'a = »*, & a:6 = f»: » : 
duse expreffiones mnx+mna, nmx + nmb funt ideo identicae, & nihil ex illis 
deduci poteft, quod ad valorem quantitatis incognitae x, cafu, quo 

fw : wi' = f» : n* = fl : i. 

ojc 4- iy = p /54, 
Exemphm fecundum. Proponantur du3B aequationes ^i^ ^ ^ = V ' 

X = ^^'~P'^ y = ^f'=f^, Quamdiu non eft afr = a't, feu a:a'= b : b; duae 

flfr ^ — ab ab — cJj 

quantitates incognitae x, y aequationibus praecedentibus determmantur : cafu 

autero, quo a:a :=ib :b\ feu a* = fia, & fimul b" = nb; fit ^^ ^^^^^ _. ^' • 

unde p==np, & p'b^ nbp=^pb'; fit ideo ;c = §, feu quantitas indeterminata: 

& fi non effet p'^np; figni x = f^—P^ , introduftio quaeftionis propofitae im- 

a^. o 

poffibilitatem nos doceret 

Eadem applicari poffunt ad quaeftiones, in quibus tres aut plures quanti- 
tates incognitae occurrunt. 

Exemptum tertium. Exemplo primo prorfus analogum eft hoc alterum. 

Gg Detur 



Digitized by 



Google 



p- 



234 

Detur fumma a quantitatum x, x'; it:m fumma b quantitatum y, y^; den- 
tur etiam rationes tam quantitatum x &, y^ quam quantitatum x\ y\ & 
quaerantur quatuor hae quantitates, Si ratio fummarum datarum n, b aequalis 
efl: rationi datae quantitatum x, y\ ratio quantitatum x\ y exinde ita deter- 
minatur, ut aequalis fit priori rationi datae quantitatum at, y; & hae quanti- 
tates poflunt efle quaecunque in e^ ratione data , quae indeterminatio fymboli 
§ introduftione indicatur. 

Quantitates datae»numero pari a, b, r, (f . . . . fmt funnimae 
aut differentiae quantitatum x,x\ ij,y\ z^z\ i\v\ . . . Denturetiam 

rationes x:y^ ^'.'^, zw^ v':x\ Fieripotefl:, ut 

quaefl:io fit indeterminata. 

Inter applicationes geometricas propofitionis hujus ad indeterminatlonem 
ducentis tres fequentes indicabo, quae quafi fponte fe mihi obtulerunt 

Figurae reftilineae pofitione ac magnitudine data? infcribenda fit figura re- 
ftilinea cognommis perimetri omnium minimae. Cafus, quo figurae propofitae 
numerus laterum efl: par, ita efl: indeterminatus ; ut, fi problema propofitum 
poflibile fuerit, folutionum numerus nullum habeat limitem: &facile efl: inde- 
terminationis hujus nexum cum cafu praecedente oftendere. (Vid. Relatio mutua 
capacHatis & terminorum Jigurarutn. Varfaviae 1782.) 

Paritpr circulo dato infcribenda fit figura reftilinea, cujus latera per pim- 
fta pofitione data transeant. Problema hoc cafibus quibusdam etiam fit in- 
determinatum; uti oftendi in diflertatione , quam de hoc eleganti problemate 
ad Academiam Berolinerifem ante ahquot menfes transmifi: & indeterminatio 
haec ad eundem omnino fontem poteft reduci. 

Idem contingit, quando figura reftilinea cognomini figurae reftilineae ita in- 
fcribenda eft, ut latera ejus per punfta pofitione data transeant, aut fint reftis 
pofitione datis parallela. 

Sed miflis hisce quaeftionibus magis arduis transeo ad exempla geometrica 
fimplicitate fua commendanda. 

Sit circulus, cui infcribenda fit linea refta, quae per punftum pofitione da- 
tum transeat 

Sit 
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Sit C centrum circuli , cujus radius fit r; fit P punftum pofitione datum, Fig.^a. 
cujus diftantia CP a centro fit a; fit XT re6la magnitudine data infcribenda 
= 26; & fit CZ ipfi XT perpendicularis. Omifla analyfi & conftruftione geo- 
metrica (quibus hic immorari a fcopo foret alienum) exponam tantum calculum 
algebraicum, quo fit fin.C/!Z= -75= _i!Il_\ Fiatautem & = r, & proinde 
recla infcribenda transeat per centrum; fit fm.C-PZ = ^: eodemque cafu pun- 
ftum P propius propiusque ad centrum accedat, & cum eo tandem coincidat; 
ita fit fin. CI^Z = § ; & cum hoc cafu unica fit conditio , nempe ut refta du- 
cenda per unum tantum punftum datum transeat; fignum hoc indicat indeter- 
minationem pofitionis lineaa magnitudine datae. 

Oh/ervatto. Si fuifiet tantum = 0, non autem 6 = r: foret fin. Cf2Z = 

— ^^^' / ; & hoc fymbolum eflet fignum impoflibilitatis (Cap. IX.). 
o 

jllterum exemplum. Sint duo punfta pofitione data; fit & tertium punftum Fig.43. 
pofitione datum, per quod ducenda fit refta talis, ut perpendicula ex duobus 
prioribus punftis datis in eam demifla fint inter fe in ratione data. 

Sint -/f, B duo priora punfta data; fit P tertium punftum datum: &quae- 
ratur refta PX^ in quam demifla perpendicula -/fa, Bb fint inter fe in ratione 
data. Agatur refta -^S, & dividatur in C in ratione data: refta PC eft refta 
qifaefitaf. Ut problema fit determinatum; necefle eft, ut -P& C punfta fint di- 
verfa: fi fecus eveniat, unicum datur punftum, per quod refta ducenda fit, & 
proinde pofitio ejus eft indeterminata; quod calculo etiam indicatur. 

Sit ^C= fl, PC= 6, j4P= c; in triangulo JPC fit fin.C ^ 



y./^a+bA-c a-^-b - c a^b+c >fl+frfg ^ 

V 2 2 2 2 J 



Ratione datamanente eadem, feu ea- 



ab 
dem manente AC, evanefcat PC\ fiet AP =ACy feu a = r, & & =0; unde 

fin.C=:s 2§: quod fignum indicat, omnes reftas per Cduftas conditioni propo- 

fitae fatisfacere. 

Haec polfent ad niunerum quemcunque punftorum pofitione datorum ap- 

Gg 2 plica- 
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plicari; & huc quoque revoc^itur indeterminatio, cui anfam praebet problema 

locale^ quod expofui in opufculomeo infcripto: Polygonometriey pag. 72 — 93. 

Indeterminatio haec, ubi occurrit^ affeftiones quasdam generales quanti- 

tatum, qu3e locum ei praebent, poteft indicare. Sic v. gr. poftremum exem- 

plum intime conneftitur cum proprietate centrigravitatis, de qua vide §. 125 fq. 

Sufficiat paucis exemplis elementaribujs aflertum lioc iterum iiiuftrare. 

Circulo dato infcribendum fit quadrilaterum , cujus anguli dantur. 

•j Sit ABAB^ quadritaterum propofitum , infcribendum ckculo , cujus cen- 

trum C & radius CA. Agantur radii CA, CB, CA\ CB\ 

Sit CAB = CBA « X 

Erunt CBA' =a CJB = B^x 

CA'B' = CB'A' = A'—B+x 

CB'A = CAB' = B—J+B-^x = A—x. 

Unde angulusx fit indeterminatus : & fimul A + a' :^ B+B'; feu difcimus, 

fiimmas angulorum alterne fumtorum effe invicem aequales. Idem valet de 

quavis figura reftilinea numeri laterum paris, circulo infcribenda. Huc etiam 

pertinet cafus indeterminatus problematis in Geodaefia tantopere utilis; quo, tri- 

bus pun6tis pofitione datis^ quaeritur quartum punftum, obfervatis ex hoc pun- 

fto angulis,. fub quibus mutuae priorum punftorum diftantiae apparent. 

Idem dicatur de fiunmis laterum alterne fumtorum figurarum circulo cir- 

cumfcriptarum. % 

Sint Ay By C latera alicujus trianguli; 

Oy by c anguli his lateribus oppofiti: quamdlu latera A &l B funt 

inviccm inaequalia„ ac proinde etiam anguli a & & invicem inaequales; eft 

taug._ : tang.^^ = A+B lA-B: data igitur ratione (inaequalitatis) late- 

22 
rum A&B, & data differcntia angulorum a &cby determinatur tangens dimidiae 

fummae horum angulorum per aequationem tang.^-t- =3 tang.— x ^- — ^. 

2 2 -" ■■ ** 

Sint autem latera A, ^mvicemaequalia: fit tangr.^ = tang.— Xl; & 

2 2- 

hQC foret fignum impoffibilitatis,, nifi eflet fimul /1=5*, & tang,— =0: unde 

tang- 
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tan^.^^ = §• Signum ideo indcterminationis § nos monet : quod, fi nulla fit 
laterum difierentia, etiam nulla fit angulorum oppofitorum difTerentia. 

Idem dicatur de altera propofitione , quae unum efl: etiam ex praecipursr 
trigonometriae planae fundamentis, Sit B bafis alicujus trianguli, in quam ex 
vertice oppofito b agatur refta perpendicularis; & fint A\ C' fegmenta bafis 
lateribus A Si C adjacentia. Quamdiu A&cC funt invicem inaequalia^ ftat pro- 
portio A^C i A^C = B i J-^C' ; unde ^+C = -Bx ^.^ : fi vero ^Uc'. 
& proinde A=C'y fit^+C=5x§, quae eft expreflio indeterminata, Nume- 
rus nempe trianguloruni aequicrurorum fuper data bafi conftruendorum efl: 
illimitatus. 

Sed haec fufficiant de re ad elementa pertinentia : nec immoror oftendendo 
nexui inter propofitiones, ab antiquis Porismata nuncupatas, & fignum % cafu, 
quo indicat indeterminationem. 

CaPUT DECrMUM SEPTlMUJVr. 

De theorernate Taylormw ad fun&iones duarum pluriumve variabitium 

extenfo; et de rationibus differentialibus atque integralibus 

eat:u7tde7n fn?i£lionum^ 

§. 160. 
^it P funftio duarum quantitatum mutabilium at, y. Valores, quos funftia 
haec recipit^ quando quantitasar fola, aut quantitasy fola, mutationes Ax, Ay 
refpeftive patiuntur, denotentur fignis *P, ^A Valor, quem eadem funftia 

recipit, quando 9c &c ff mutationes ^x & Ay fuccefllve patiuntur, ponatur ^P ; 
pariterque valor , quem funftio haec recipit, quando y &cx mutationes Ay & Ajc 

T 

fucceflive patiuntur, defignetur per ^P. 

X 

Funftio ^P exfunftione /^ oritur, fi In ea jr-f Ay Idcoy fubftituitur; pa- 
riterque funftio *P ex funftipne jP oyitur, fi in ea at + Ax loca x fubftituitur. 

X y - 

Proinde duae exprefliones ^P^ *P unum eimdemque funftionis P valorem defi- 

Gg 3 gnant: 
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gnant: eum nempe , quem obtinet, fi quantitatum x &c y loco quantitates 
^+Ajf, y+Ay fimul fubftituantur. 

Quoniam notatio a mathematicis ufurpata, qua exponentes difTerentiales 
funftionum duarum pluriumve quantitatum mutabiiium defignant,.minus commo- 
damihividetur; liceat aliam proponere, calculo(mea quidemfententia) aptiorem. 
Scilicet exponens difFerentialis funftiouis Pduarum pluriumve variabilium, qua- 
tenus X fola mutatur, denotetur figno ^d'P; & exponentes differentiales fuc- 
ceflivi eodem modo fumti ponantur ^d"Py *V>, M''P .... Tum exponens 
diflferentialis funftionis M'/^, quatenus y fola mutatur, defignetur M'M'/^; & 
generatim exponens differentialis iw^' ordinis funftionis M^-P, quatenus y fola 
in hac funftione mutatur, fit d^ d^P. 

Quibus fuppofitis, paucis oftendam: quomodo theorema Taylorianum, de 
funftionibus unius tantum quantitatis mutabilis demonftratum, ad funftiones 
duarum pluriumve quantitatum mutabilium extendatur; a funftionibus duarum 
quantitatum mutabilium jc, y, quae fiant x + Aat, y +Ai/, ordiundo. 

§. i6i. Per theorqma Taylorianum (Cap. III.) eft 

V= P+^M'/>+^W+ — MV+-^ W+— M^/'+. ,.. 
I 1.2 1.2.3 I—4 '—5 

. yp= P+^yd'p+^yd"p+ ^yd"P+^^d''p+^'dy+..!. 

1 1.2 i«2.3 1...4 1...5 

Proinde 

yp=p+^yd'p+^yd"p+ ^W+ J^OT + ^'d'P+.^... 
I 1.2 1.2.3 1—4 ^•••5 

+ ^C^d^P+^yd^^^d^P+^^d-^d^P+^' ^•"M'i^+^M'^d'/'+...) 
I 1 1.2 1.2.3 ^•••4 

+^C. . . . W + :^>'d'VP+^yd"W+-^VM'>+.,.) 
1.2^ I 1.2 1.2.3 

+—( MV+^M'M"'i^+^^d"M"P+...) 

ia.3^ I 1.2 

+ — C . 'd'7^ + ^yd'W+...) 

+~i M> + ....) 

Pari- 
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Pariter 

I 1.2 1.2.3 1—4 1-..5 

I I 1.2 1.2.3 1-4 

+^(. . . M"P + ^M'W + ^Wi'+-^M"W+...) 

I'2 I 1.2 1.2.3 

+ ^( V> + ^«d'yd"/'+^M''yd"i'+...) 

+r^( M-i> +j^vw+...) 

+t~S' • • • ^d'i'+...) 



•5 



Atqui ^P = "P; proinde aequando terminos harum expreflionum mutationi- 
bus £^x & i^y eodem modo affeftos, fequentes oriuntur aequationes; 

^d''d'P = 'd'^'? 

yd^M^P = M-M^P ''d''d''p='d'yd'p 

M"M'p = M^yd^P ^"Vp^^d'''^'^ yd'^"?^ VM'p 

yd"*d'p = M^M^P ''d""d'"P=M"yd"p M"M-P = 'd"'d"p yd'M'>=M'Vp 
Generatim MnMmp = «dMydNp. 



Exempta. i». Sit P=xy. M P = y ''d^P = x 

'd"p = o yd"p = o 
'd'M'p=i M^M'p=i. 

a^ Sit P=;f4^3, M'p=4Jf3y3 ^'^=3*4^» yd'*d'p=4.3.*3yy-3»d'yd'p 
"^"^=+3^^«]^' >'d"P=3.2x4y yd"*d'p=4.3.2*3y=xd'yd> 
M"P=4.3.2«y3 yd"P=3.a.i.** ''d"*d'p=4.3.2.w3=x^'yd-p 
'd"p=4.3.2.i.y3 

§. 163. 
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§. i62. Ex §. praecedente (infiftendo veftigiis Capitum L 11.) deducitur- 
determinatio mutationum fimultanearum duarum quantitatum variabilium jc,y, 
atque funftionis ipfarum P; ac fpeciatim exponentis dilTerentialis harum mu- 
tatioiium. Confideratis nimirum funftione P & quantitatibus nuitabilibus x,y, 
tanquam funftionibus unius ejusdemque quantitatis mutabilis p; 

erit — = — ap+ ^ dp. 
ap ap dp 

Exempla. i^ Sit P = xy. Erit 4ZL = 4fw + ^ (ut notum §. 26.)* 

dp ap^ dp ^ y 

a^ Sit P = jc^y3j itaque *d'p = 4x3^S ''d'P = 3Jc%. 
Erit ^ = 4^3y3df ^. 4^,dy^ 

Scilicet ut habeatur exponens differentialis j?: fumantur exponentes differen- 
tiales M'p, M'P; qui multiplicentor per exponentes ^, ^ refpeftive- 

§. 163- Data igitur aequatione differentiali ^ = ^X + ^T: ut aequa- 
tioni huic refpondeat aequatio integralis, terminis finitis exprefla; opwtet, fit 
-X= M'P, 6cr=. M'i>, proindeque M'X= M'/: 

ExempJa. i^, Sit ^ = ^x + ^l; igitur X = x, T^y: cum ita fit 
dp dp dp 

jj , _^ ; contradiftionem non involvit, ut aequationi differentiali propo/itas 
refpondeat aequatio integralis, quae fit 2P^xx+yy. 

= ^x + $r. 

dj:? dp 

Tum ^d'X=: 2.39cxy+/^y^, ^d'r^2.sxxy+/^y^; 

ac fit -P= 9c^yy + xy^+y^. 

S^ Sit 
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3^ Sit 4^- a^(y'+^^y) + ^Ji^m+y'-) 

dp dp 

Fiunt ^d'Jf = 4y^ + AT^ , '^dT = !ixyy, et aequationi propofit» nulla re- 
fpondet aequatio integralis terminis finitis expreffa. 

§. 164. Ex sequatione differentiali primi gradus fluimt gequationes diffe- 
rentiales graduum reliquorum: quod sequationis diff^erentio-differentialis ex^m- 
plo illufl:rare fiifficiat 

Quoniam ^ = pd'P+^^d'P; 

dp dip dp _ -^ 

d/ dp ^dj/ dp» 

«^"d-P+r^^vp+a^.^^^d-M-Pfr^^^M-p+^^M-p 

dp* M;K d;? d/? M^^ dj?* 

tes differentiales ^, -5^ fupponuntur efle conftantes. 
ap dp 

§• 165. Ex formula pro duabus quantitatibus mutabilibus §. i6i. expo-i 
fita, fequitur formula pro funftione trium quantitatum mutabilium. Fit enim 

w/'+^^M'p+^M>+-^*d-p+^M'>+.,.. 

I 1.2 1.2.3 ^—^ 

+^r «d'P+^M'M'p+^M*M'p+^M"'d'p+....) . 
I ^ I 1.2 1.2.3 

+^C 'd'i»+-M*''d'P+^ vyd'p+-^'d"yd'p+ . . . .) 

I ^ i i.a 1.2.3 

Axf/- 'd''p+:^M'«d"P+J^M*M''p+....) 

1.2^ I 1.2 . 

+2^( M'yd'p+-'d"d'yd'pf^M''M'''d'P+ ;. . .) 

1.2 ^ I 1.2 

' Hh + 
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^ ( 

1.2 ^ 



Az 



'd'P +^^d'M'p + ) 



I 



+ 



.^( «d-P +....) 



+3^ MVp + ...'.) 



2. 



C M^P + ) 



1.2.3 

-f- «• - ■ •• «L • 

-*• « « * m ■». •• 

Si varietur ordo, juxta quem tres quantitates mutabiles at, y, s fuccef* 
fivepofluntvariari; fex nempe modis, quibus interfepermutantur; expreffiones 

X X Y y z z 

y Z X Z X y 

*jP, ^'-P, ^P, ^Pj ^jP, *jP erunt inter fe aequales. Unde varia confequuntur 
theoremata; & nominatim aequalitas terminorum, qui iisdem produftis muta- 
tionum Ajc, Af^, ^ afFiciuntur, Sic v. gn obtinentur aequationes fequentes: 
M'M'M'P = M'M'M> =M'yd'M*P=M'M'M'p= M'"d'M'P= M'M'M'p- 
EIx quibus porro neftuntur corollaria analo^ iis, quae de funftionibus duarum 
variabilium notavimus §. 162. 16^.. 

Hinc fecilis eft transitus ad funftiones quatuor, quinque, & plurium quot- 
cunque quantitatum mutabilium. Quare viam indicafle fufHciat, qua tcaftatia 
haec ab idea infiniti liberatur; & quod ad applicationes attinet, qui plura defi- 
deraverit, adeat Euxeri Calculum diff^rentialem Cap. VII. & VIII. partis prioris. 

CaPUT DECIMUlVt! OCTAyUM.. 

De maximis et minims; et de punStis flexus contfarii curvarum^ 

^^uaeftiones a4 maxima & minima pertinentes adeo frequenter occumint, 
non in pura tantum mathefi, fed potiffimum quoque in applicata, quae liberri- 
mis utiliffimisque earum applicationibus anfam praebet; ut caput hoc fedulo 

evol- 
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evolvi mereatur. Quoniam autem intimus eft ipfarum cum quibusdam curva- 
rum fymptomatibus nexus, quorum contemplatio magnam huic doftrinae lucem 
affundit; utrumque argimientmn fimul complefti e re effe cenfeo. 

§. i66. Dejinitio i. Sit P funftio quantitatis alicujus mutabilis x, quae 
fafta X = a "'?J°'' fiat, quam fi quantitati * major minorve valor x+A», jf— A* 

tribuatur, utut parum valores hi ab a differant: valor funftionis P valori Jf=« 

- , ^ maximut 

refpondens vocatur ^.^.^^^. 

Exempla. Numerus datus a in duas partes x, x — a dividatur; & fiat pro- 
duftum x(a—x) ex his partibus. Produftum hoc funftio eft unius harum par- 
tium v. gr, x\ qua crefcente a zero inde usque ad \a crefcit etiam produftum 
x{a — x). Eadem autem parte crefcere pergente, idem produftum decrefcit: 
ideoque produftum hoc eft omnium maximum, quando pars x aequalis eft dimi- 
dio numero dividendo ; feu quando ambae partes funt invicem sequales. 

Contra fi fiant quadrata ex iisdem partibus; fumma horum eft omnium 
miinnia, quando ambae partes funt invicem aequales. 

Dtpiitw 2. Sit M punftum quodpiam alicujus curvae: ex quo ducantur Fig.45. 
refta curvam tangenVr^l/r'; &reaaiKPaxi ordinatim applicata, c^refpon- 
det abfciffa ^P. Tum J^^^inuta ^^^^"^^* ^^ ^^ JP* ^^^"^^ ^P'M ^^^ 
axi ordinatim applicatae, quae curvae in .^ punftis, & tangenti in .^ punftis 
occurrant. Si fit l^P % M'P, utut parum abfciffa jIP ab abfciffa ^P differat; 

arcus MM' dicitur "^"""" verfus axem JB: & fi fimnl fit 'N'P > 'M'P, totus 
convexus 

arcus 'MMM verfus eundem axem eft con^^s* ^^ ^®'^^ ^'"^^ ^'^ ^'^ %M'P & 
'N'P t 'M'P, quo cafuarcusA/M' convexS ®^ "^^^^^ nxemyiB, dumarcus 'MM 
eft verfus eundem axem ^^^^; tum M punftum feparat arcum ^oSS ^^'^ 
curvae ab ejus arcu concavo' ^ dicitur pttnSktmpxus eontrarii curvae. 

§. 161. Hinc jam oftendi poteft nexus, qui fymptomata mter curvarum, 
quibus verfus axem conve^ ^"'^*' ^ doftrinam funftionum, quae ^^!^ 

fiunt, intercedit. _ ' 

Hh a Etenim 
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Etenim quando arcus totus efl: verfus axem, ad quem refertur, <^0"C^^^ ; 
fi refta duci poteft arcum hunc tangens, eademque axi paraljela; refta axi 
ordinatim applicata ex punfto contaftus dufta ^^.. eft reftis axi ordinatim 
applicatis ad utramque ejus , partem fitis ; proinde ordinata haec omnium 
maxima ^^^ Quare ordinatis curvae fumtis proportionalibus funftioni P quan- 
titatis mutabilis , quae ipfa per abfciftas jiP defignetur ; funftio P omnium 
mfnima determinatur per reftam axi ordinatim applicatam a punfto curvae, 
ubi hanc tangit refta axi parallela, 

Quoniam autem, quando tangens axi eft parallela, fit ^^ = o, feu ~-=:o 

(§• 93.) ; Sm determinantur , fi fiat ^ = o. ^ 

§• i68. Si curva propofita, cujus ordinatae funt funftioni P proportiona- 

les, uuico conftet ramo, qui totus fit verfus axem ^^!lf,tv?>l' ^^^^ tangens axi 

convexus 

dP 
parallela (fi qua fit) eft unica; & aequationis _ = o unica eft radix realis. 

ax 

Si vero curva propofita fit undulatoria, ita ut alternis vicibus concava & con- 
vexa fiat verfus axem, ad quem refertur: in unaquaque unda agi poterit 
refta tangens axi parallela; & proinde totidem erunt ordinatae alternis vicibus 
maximae aut minimae , quot funt imdae curvae propofitae» Multitudo haec 

* A ZJ 

mf^imorum ^efignatur multitudine radium reaUum aequationis _ = o, qui- ^ 

bus etiam !!?f ^l?!^ funftionis P valores altemis vicibus refpondent 
mimmi ^ 

§. 169. In definitionibus praecedentibus (§. 166.) fuppofui: valorem 11 

quantitatis mutabilis x^ cui ^^^^ funftionis P valor refpondet, ejusmodi 

effe, ut fumi pofTmt quantitatis x valores ipfa a tam majores quam minores; 

feu (quod eodem redit) fuppofui: curvam, cujus ordinatae funt funftioni P pro- 

rn ax imae 
portionales, ad utramque ordinatae omnium ^[^^^d P^^"^ extendi^ Fieri 

autem poteft, ut valor a quantitatis mutabilis x, cui jjji^in^us ^^^^^^^ ^j*^ 

valorrefpondet, fitfimul & ipfe ^f^;™ ^ quantitatis mutabilis h valor : ita ut 

noii 
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non poflint fimul accipi valores x + Ax, Jt— Ax, feu abrcifTae curvae, his valoribus 
refpondentes; & curva ceflet ad alteram ordinatae MJ^, abfciflae x =^a refpon- 
dentis, partem/ Quod fi locum habeat: ordiflatae abfciflis x+dxv. gr. refpon- 

2n\+i zm+t 

dentes fiunt unaginariae; & proinde funftio P radice (x^a) ^^ vel (a— Jf) ^^ 
afFicitur, 

Ut argumentum hoc, quantum fieri poteft, dilucide pertraftem; fingulare 
^^^ mfnimor^^^ genus feorfim perpendam: & de iis funftionibus, quae non- 
nifi poteflntes (-v— a)", (a— a-)'», quarum exponens n eft numerus integer pofi- 
tivus, involvunt, uniceprimumagam; ceterasque aliis potentiis affeftas demum 
confiderabo, poftquam, quae ad priores pertinent, erunt declarata. 

Et cum adeo arftus fit nexus inter fymptomata curvarum, quibus funt 
verfus axem ll^^J^> & fymptomata funftionum, quibus JJf^^J fieri pof- 
funt; priorem determinationem praemittam. 

§. 170. Sit M punftum curvae, ad quod dufla eft refta tangens 'TT*. 
Sit M' aliud curvae hujus punftum , punfto Jlf utut proximum; a quo agatur 
refta M*P axi ordinatim applicata^ quae tangenti TT" in iV' punfto occurrat. 
Tirni ex punfto JU agatur Jifm^ refta axi parallela, quae reftae JU'P in m^ punfto 
occurrat. Ad alteram ordinatae JUP partem agatur quoque refta ^IU^P^ axi or- 
dinatim applicata, quae tangenti in 'N punfto, & reftae JUm' in m punfto oc- 
currat 

Sint JUP=y, M'P' = y\ 'M'P=:z y, PP = 'pp = Ax. 

I _ Ajf dy A^ ddy Lx^ d^y A;c^ d^jy ^ 

^"^ I 'djc'*'!:^'^^ i:^*dF"^i:::^'d;c4 — 

y' . AX dy A^^ ddy . A^3 d^y 2ij,4 dV • 

y 1 Ax 1.2 dix^ 1.2.3 dJif^ 1..4 djc^ 



feu 



Hh 3 Ergo 



Digitized by 



Google 



246 

NM 1.2 dje»^ 1.2.3 d^' 1...4 dx'^^ ' ' ' ' 
cafu convexitatis i^ -ff =. + ^' . 4^?+ ^ . 1'^ + V d^y - 

Pofito autem, funftionem P alias faftoris x-a, ipfi x^a refpondentis, po, 
teftates non continere, nifi quarum exponentes funt numeri integri & pofitivi: 

exponentes differentiales fucceffivi ^. ^^i. ^ aut faftore x^a nori 

afficiuntur, aut non alias involvunt ejus poteftates, nlfi quarum exponenteS 
funt integri pofitivi; proinde fafto x^a, exponentes hi differentiales aut fini- 
tam obtinent magnitudinem , aut evanefcunt , neque impoffibilis aut infiniti 
- — - figno afficiuntur. 

Quo pofito, ut curva fit ad utramque punfti M partem concava; oportet, 
.""^T^r^d^-iXi-S^+i:::;' J^i • • • q^antitas pofitiva, utut par- 
vus fit ipfius Lx valor: proinde fi ^ non evanefcat; oportet, fit ^ quan- 
titas negativa (§. i6.) propter ^» femper pofitivum. 

Cafu autem convexitatis neceffe eft, ut fit 

'^^'Wd^-T:i:^^^^TZ^'A^'^ '"•) quantitaspofitiva, utcunqueexi- 
guus fit ipfius Lx valorj quod (propter Ajf» femper pofitivum) fieri nequit, nlfi 
fit -pl quantitas pofitiva. 

Proinde, exppnente diflerentiali ^L non ^vanefcente, curva verfus axem 

™a eft' Fouti exponens differertialls ^, eft ^g^-^ 

§. 171. 0^0^^^^^^^^?^'=^^-.$^+ — •?^+— .?-^+^.^y+.~: 

y I d* i.a djf»— 1.2.3 djf* 1..4 d*'*~~ ' 

cafu, quo y eft maxima, debet effe fimul 

-_Aj; dy AJf2 ddy-_Ajf3 d^tf Lx^ d^y _ ^ . • . r 

-^T'i:'T-2'd^--^TXi'Ar^'m'W^ + " '>'''' ^'^^^ J"^*^ fuppofitio- 



nem 
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nem (§. 169.) fierinequit, nififit ^ = 0. & ^ negativa,, feu- curv» verlus; 
axem concava. 

Cafu vero, quo y minima eft, debet efle 

±T'rx-^T.2-d^{:rzd+7Z-^'d^ •••>°' q^odiiennequitOuitta 

easdem fuppofitiones), nifi fit ^ = o, & g-f pofitiva, feu curva verfus axem 
convcxa. 

Pofita igitur funftione P hujus formae J^^o "5";J;J'*, ubi » eft numerus 

integer pofitivus: fafto ^ = o» cui refpondeat * = «; exponentibus differen- 

tialibus fucceffivis ^, — j , — faftorem impoffibilem L- non in- 

volventibus, & exponente differentiali =5|. non evanefcente ; funftio P fit 

mfnima' P^°"*^^ exponens; differentialis ^,, fubftitutione * =xa in ejus ex- 
neffativus 



preBionef.aa.eft»X"vr- 



Exmjplum prmum. Sit P = zax-xxy ideoque ~ = aa - ajf,. ^^^ 



= — ai 



^*^° 3^^°' ®^ •* = "' ^ ?^ «ft femper negativus;; proinde valori x=a 



djc " d*» 

dP a _. ,. ddP 

dx" 
refpondet P maximum. 

Exmjilum/ecmdttm. Sit P = jfx+(fl-je)' : igitur ^=2(2;f-fl), ^^=+4: 

fafto ^=0,. eft AT =r |a, & _-j femper eft pofitivus;r proinde funftio p, ipfi 

X = |fl refpondens, eft minima.. 

Exemplum iertium. Sit P = xx — (a^xyx erit ^ra 2Jc + ^(a— :t) =j + aa. 

dP " ' 

Proinde ^— nunquam fit zero: & funftio P = 2a(x>^a) nunquam. fit "^P.^^^ 
ax ^ V -^ 1 mimma 

Exemplum quartum. Sit P = x^ — axic-^-bx^c 

df « 3x;f.a«c+fc. Faftol?=o, fitx=."^^("^3&) 
d;c "^ cU 3 

Pro- 
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Proinde pofito aa> ^b, Ci x =^ fl + ?^(«fl— 3^), eft P = minimum; 

(i X = a — ?^(afl— 3^), eft P = maximum. 

<5. iTa. Exponens differentialis — ^ evanefcat (five -^ fimul evanefcat, 
•*^ ^ (Ia;-^ dAT 

r N TT r c. ^'^' -^ ^^^ d3y Ajc^ d^^^ Aa:5 d^y 

five nonj. Hoc cam fit u^,,;r=T j ^ :7-4:+- T^— ••• cafucon- 

• .,.„.==± ^•:r3+ :-x4 + -^ + ...cafa con- 

NM 1.2-3 ^-^ 1-4 d^c^— 1...5 dx^ vexitatis. 

Quare pofito, exponentem differentialem -^ non evanefcere, & feriem expo- 

nentium differentialium _^, — ^, -r-f • • • %^^ . r* ^o^ affici: non poteft 

Sx^ dAT^ dx^ (jf-a)n ^ 

funul effe fj^f^ J fj^f^ vel 'Jv-p^ '-«''^ Pwmde curya non poteft effe ad 
utramque punfti M partem ^^!1^ ^t 5 ^^^ punftum -Jf concavum & convexum 
curvae arcum invicem feparat^ feu efl?*punftum flexus contrarii curvae. 

Quodfi autem fimul fit ^ = o, t-| = ^» i— f =0: ut curva fit verfu^ 

^^^"^ convela' ^«S^t*^"'^ d-p ?oSlJIis'> &Proinde, ut funftio P fiat omnium 

maxima t , -. /r d'*^ negativa 
minima'debetefle-^p^fjjiy^. 

Exemplum primum. Sit y = j;jf(a— jf) 

d*3 
^ fit zero, fi ^!^^o' ^^»» xT-a' Tum vero 

d*» . proinde abfciflis jc= ° refpondent y "i"'?"* . 

ddtf T* maxmia 

Sit 
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Sltautem ft = d, & proinde x±^^; huic abfciitae reflpondet punaum 
flexus contraru. Vide fig. 47. qua delineatur curfus <:urv3e, cujus fequatid 
eft y =5 xx(a—x). 

Exemptum /Mundum* Sit y *= x^(a->f) 

Proinde abfcilTae * = o refpondet jjtmftum flexus contrarii ; & sbfcifTae |* re- 

fpondet maximum. ^ 

Sit autem ?$=o: erunt x= <>, tt=^J"; quafe iterum abfciflis ^ 

refpondet punftum flexus contrarii. 

In figura 48, delineatuf curfus curv», cujus aequatio eft y^x^(a-xy 

5.X73. Simulfint|^ = o,g = ..4^=o. 
Erit f^ =+^.p,-^.pX^.p^^... cafu contavitatis ' 
^M^' ^ +^.d'y+^'.l!? + M.f^ +.,. cafu convexitatis» 

Proinde pofito: exponentem differentialem -p| non evanefc^re, & feriem*feX- 
ponentium differentialium ^, -^4 , ^ . . . faftorem impoflibilem f^^^ «on 
comprehendere; nequit |ffo omnibus utut parvis mutationis ^x valoribus fimul 
efle ^p>i^p cafu concavitatis, & ^^< ^^ cafu concavitatis: quare 

ixoc cafu punftum M ed punftum flexus contrarii, 

I i SStft 
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Stot,ute«fim«l|-o, ^ = o. 0-o, ^-o, ^-,. 

Quomameft ? « y . , .. +♦— v.j^i: t4 + -— •^+ • • •- 

y I...6 djf^ 1...7 dx^ 1...8 d*» 

ut funftio y fiat omnium "^"^.^"^ debet efle l^, "^f ^^^^ 

mmmia dx^ pofitivus 

§. 174. Porro omnes exponentes difFerentiales T-|...2_^funulevanefcant; 

«nde .^.^ - . • . • + 7:::^-d^-i:::i -33^ + • - • *^«f" concavitatis, 

«'iV' , Ajc? d^y , Ajc» d8y , - 

f" ,'=.,,. + j-^ + — --3-4 Jl' ' " cafu convexitatis. 

Proinde i^ non evanefcente, non poteft fimul effe ^^, > ^/' yel 
f^ ^ < , I , quare rurfus M eft punftum flexus contrarii. 
Sintautem ^ = 0,^ = ^ = °': quoniam eft 

,2' =f/ . . .-I • j-tX — • j-^ + • . • .1 ut y tiat ommum . . , debett 

V i,..8 d** '•••9 dJf* * numma 

«. d8y negativus 
•"® aF pofitivus * 

§, 175, Ex his fatis fuperque liquet methodus adhibenda, tam ut JJf^j^ 
funftionis P (fuppofitionibus confentaneae);^ quam utpunfta flexus contrarii, fi 
quse occurrunt, determinentun Et fimul patet, eum effe utriusque hujus cur- 
varum feu funftionum fymptomatis nexum mutuum, ut funftiones ab uno ad 
alterum transeant; &^ uno deficiente, alterum in locum ejus fuccedat 

Generatim igitur regula haec efl:* Si in ferie exponentium difierentialium 
^ ^ ^^, z^ . , . ^!^ impar horum exponentium numerus, a primo inde or- 
diundo, continue evanefcit fafto x:sa; exponens autem par immediate fequens 
non fimul evanefcit: funftio propofita omnium ^ f^/J^^ eft, prouti exponena hic 

par 
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oar non evanefcens eft "^p"^. Quodfi vero, 4- evanefcente vel non eva- 
^ pofitivus d* 

nefcente pofito x=«, impar exponentium differentiaiimn, qui illum fequuntur» 
numerus fimul evanefcit, dum e;xponens differeutialis fequens non evanefcit 
fimul; abfciffae x = a refpondet punftum flexus contrariL 

dP 
Hinc pofito « numero integro pofitivo, fi fit -7- = Ji;"Q; abfciffae x ss a 

refpondet ^?^**"""* aut punftum flexus contrarii, prouti m impar eft aut par. 

1». Sit ^ = xam^iQ 
d» 

Erit ^=»»"^*Q' 
dx* 



d3P 



= xv^lQ^ 



1!^ = X2m-4Q," 
djc2n>-a 

dJf2n»-I 

^ = QiM-. 





JC9"Q 


^<^= 


X3m-lQ' 


d3P 

d:^ = 


x»«-«Q' 


• 


jCl«n-2Q* 


• 

d3M-iiP 

djt»"»-» 


— jc^QaM-ui 


daM-ip 
djca«n-i. 


= j?»QaM-u 


daMp 
djfan», 


« jcQaM^ 


d*M+x;> 


= QaM. 



Cafu igitur, quo m eft impar> nu- Sed cafu, quo w eft par, numerus 

merus impar exponentium difFerentia- par exponentium differentialium fuccef- 

lium fucceffivorum evanefcit fafto fivorum evanefcit fafto x=o, dumex- 

jr=o, dum exponens differentialis fe- ponens differentialis fequens non eva- 

quens non evanefcit: proinde funftio nefcit : abfciffae igitur ac = o refpondet 



Peft 



maxuna 
minima* 



punftum flexus contraril. 



\\% 



§. 176. 
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% 176. Ex gequationibus 


dx 


fequitur y = C 


ddP 


i[ = Cx+C 


djc^ 


tf =r^ ^ CxM'x^-C 






^'y ^ «. 

dx^ 


^ = »• C^^^^ *■ C';cH "■ C*x+CVl 
I4.2.3.4 1.2.3 i'-2 


- ^ ^ 


-^■* ^ ^ m^ ^ •m. m. 



Proinde aequafio curvae, ^^^i^^^ ordinatain habentiis, ab aeqpatione lineae 
ye£tee axi parallelae , vel ab» aequationibus ordinis paris parabolarumv quibus y 
per potentias integras abfciflae x exprimituj?, ea minus differt,.. quo propius 
punfta Gurvae ad ipfj^JJJj^ punftum curvae accedunt. Et aequatio curvae, pun- 
ftum flexus contrarii habentis, ab aequatione lineae reftae (axi pafallelae aut 
obUquae) vel ab aequationibus, ordinis^ imparis parabolarum ,. quibus jr per po- 
teftates integras ipfius ^. exprimitur, eo minus differt, quo gropius jjunfta cur- 
vae ad flexus contrarii punft;um acceidunt. 

§. 177- Qui fymptomata inter curvarum, quibus flexus. contrarir punfta 
^ut JJfnim^^^^ ordmatag admittunt, intercedit nexus mutuus, fequenti etiam 
obfervatipne illuftratur.. 

Quaeeunqu^ de^ JJJhJiJ^^^ /^dicuntur, vqra funt de exponente dif- 

ferentiali, quando fle^cus contrarii punftum exiftjL Proinde flexus contrarii 
determinatio reducitur ad determinationem JHf^lSi^ exponentis dijferentialis 

feu fimtHonis^. Atqui (angulo coordtnatarum pofito refto>^ tangens eft 
trigohometrica anguli, quem refta curvam contingens facit cum axe. Itaque 

in flexus contrarii punfto tangens haec trigonometrica onrnium ^^^^ eft; 

, j , ^. I . r /;^ • maximus uiuuuci 

iww^e^etjiam angulus ipfe fit osmm nyaimiK- 
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Propofitio haec geometrice fie ffabilitar. Sit AMM^ curva ab A inde Fig.46, 
usque ad ilf verfus axem concava, &c, zh M inde usque ad ilf' verfus axem cour 
vexa i ita ut M fit punftum flexus contrariL Ex M^ jM V ^M punftis agantur 
reftae tangentes, quae axi in T^ T\ 'rpunftis occurrant; & tangens Jlfrtau- 
gentibus JK^T',. 'M'T ia ^'&'4 punftis occurrat Cafu hoc in triangulis. TT^t\ 
T'T'i angulus T fit internus, & minor angulis externis oppofitis T\ 'Tl Cafu 
autem, quo eurva eft ab A verfus -Sf convexa,. & ab ilf verfus^ ilf ' concava, in 
iisdem. triangulis angulus T fit extemus, & major angulis internis oppofitis 
T\ 'T. Tandemque cafu,. quo expoliens differentialis -^ evanefcit,. feutangens 

curvaa in flexus contraril punfto axi eft paraUela; anguli, quos tang^ntes, per 
punfta ex utraque flexus contrarii parte fita duftae, cum axe a4 easdem ej[us 
partes faciunt , fimulfunt acuti, & continue ad evanelcentiam, accedunt. 

Cafu, quo tam fimftio P, quam exponentes differentiales fucceflTivi ^^, 
ddv d^i/ ... d^; 

dj^' dx^ ■ • • ^^^^^ impoflibilis feu infiniti non afficiuntur, expofito; ad fun- 

ftiones progredior, quae figno huic anfam praebent., 

§, 178. Et primum quidem, fi fit i*= (p';c + ^^ ; fefto- x =m^ figni 

?^ introduftione docemur, funftionem P fieri impoffibilem. Hoc quippe cafu 

curva afymptotum habet abfciflae j^ =3 a refpondentem , & ordinata punfto huic 

refpondens eft impoffibilis. (Cap. IX.) Exponentes diflerentiales fucceffivi 

^. i^tf^ impoffibintatis fymbolis . ^, , _1_ , ^ .... 

dx dx^' dx^ ^ ^ (jt-fl)n+i' {,X'a)^+^' (jc-fl)n+j 

lucceflrve etiam afficiuntur; quibus monemur, contradiftorium efle de maximis 
ac minimis , de concavitate aut convexitate curvae in punfto impoffibili disqui- 
rere. Omnes curvae afymptoticae, dum propius propiusque ad afymptotum ac- 
cedunt, ad eum tendunt ftatum, ut tangentes earum flant afymptoto paraUel^e; 
& curvatura ipfarum continue ad evanefcentiam tendit, quam tamen nunquam. 
aflequitur. 

§, 179. Miflb hoc cafu, ad eos transeo, quibus fimftio P quidem impoffi-- 
bilis fignum i nom involvit, fed exponentes e]us differentiales iilo afficiuntur. 

ti3B Ut. 



Digitized by 



Google 



154 

Ut hoc eveniat, funftio P faftorem (^x-ay feu (a-jc)n continere debet, 
cujus exponens n eft numerus pofitivus non integer; & magnitudo hujus ex- 
ponentis determinat ordinem exponentis differentialis , qui primus impoffibilis 
'fignum involvet. 

Exempla. Sit n fraftio vera, feu n^^: exponens ^ cafu at = a affi- 

^^ dx 

cietur figno impoffibilis -i-; quo docemur: tangentemper punftum curvse, 

quod abfciflae jfzzTfl refpondet, duftam fieri reftis axi ordinatim applicatis paral- 

lelam, feu tangentem hanc axi efle perpendicularem. 

Sit n fra6Ho fpuria, & quidem n^\: tum exponens diffisrentialis ^ 
impoffibilis figno -— primus afficitur, 

Sit «;L„: exponens differentialis .— iUe eft, qui impoffibilis figno -L. 
primus afficitur. 

Univerfim fit n^^^: erit exponens differentialis 4!!:;^is, qui impoffibi- 

lis figno -i— primus afficitur. 

§. i8o. Ut, qu3B ad cafum hunc pertinent, eo diftinftius tradam: a ca- 
fibus ordiar funplidffimis, iis nempe, quibus y = J«**, feu a curvis parabolicis 
aequatione hac defignatis. 

Et primo quidem fit n numerus fraftus verus L, ad fimpliciffimosredaftus 
terminos, feu cujus termini^ & q diviforem communem non habent (quod 
poftea femper fupponetur). 

Tres occurrunt diftinguendi cafus. Poteft quippe fraftionis ^ termmus 
unus effe par, quo cafu alter erit impar; & tum par erit vel numerator/?, vel 
denominator q: vel uterque terminus /?, q potcft effe impar. 

Primus cafus. Sit p numerus par, q impar. 

p 
Funftionis x^ idem eft vaior, fcu x fiat ncjgativa, feupofitiva: proinde dua- 

bus abfciffis aequalibus, quarxun una pofitiva, altera negativa eft, duaerefpon- 

dent 
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dent ordinatae aequales pofitivae ; ideoque curva duobus conftat ramis invicem 
congruentibus ad easdem axis partes, fed ad diverfas verticis partes iltis. 
Quoniam y = *»: 

funt^= + iwn-i =+«— 

ddy 



dx» 


j^2-D 




=2+».!. ».2-». ^ 


d4y 

djc» 


=—11.1-11. ..3. II. JL-- 



Proinde, quamdiu x non eft zero, curva verfus axem concavafeft, propter 
^-l^ =2 — fi. I -«-^* & quoniam !f=x^; quomajor eftjip, five pofitiva, five ne- 
gativa, eo major eft y: ideoque fafta jf = 0, yz=o eft omnium minima. 

Faftis Ar=3o, y = o, eft -p = §; proinde communis duorum ramorum tan- 
gens in vertice eft axi perpendicularis, feu reftis axi ordinatim applicatis pa- 
rallela. 

Duo igitur rami cufpidem ad verticem formant, plus minusve acutam tum 
pro vario exponente 1», tum & pro varia parametro, qua fit y^pi^x^. 

Figura 49. 1°. fiftit curvam, cujus aequatio eft y = Jf^j & fig. 49.' a®. cur- 

vam, cujus aequatio eft y = x^. 

Cafus feeuriduf. Sit/? numerus impar^ q par. 

Z 
Hoc cafu X non poteft efle negativa. Et quoniam y = x^;oh q numerum 

parem, eidem abfciffae duae refpondent ordinatae aequales, una pofitiva, altera 

negativa: unde curva duobus conftat ramis invicem congruentibus, ad diverfas 

axis partes, fed ad easdem verticis partes fitis, Cafu hoc ordinata zero, ab-^ 

fcifl» zero refpondens, minor eft reftis axi ordinatim applicatis in regione or- 

dinatarum pofitivarum fitis; major autem in calculo algebraico cenfetur appli-» 

catis in regione ordinatarum negativarum fitis : itaque ordinata haec neque ma- 

xima 



Digitized by vriOOQlC 



256 

xima neque minlma judicatur. Sed abfcifla zero minor eft abfcifTis pofitivis; 
ideoquelioc cafu datur minimum abfciffarum, fed nulium JJJfniini^^ ordinata- 
rum. Porro refta curvam in vertice contingens parallela eft reclis axi ordina- 
tim applicatis. 
Quoniam y=± Jt« : funt 5? = + u_I_ 

_-| = n: n.i-n-J—. Proinde ramus ad partes or- 
dinatarum pofitivaram fitus verfus axem concavus eft; fed ramifs ad partes or- 
dinatarum negativarum jacens verfus axem convexus eft, quatenus ad easdem 
cum priore axis partes refertur; feu bi duo rami funt akerconv^^ 
easdem partes cuju^vis reftae axi parallelae. Vertex ideo fpeftari poffet taa- 
quam punftum flexus contrarii , quatenus curva ad reftam axi parallelam refer- 
tur. Sed cum duo ranu fimiliter fleftantur verfus reftam axi perpendicularem ; 
V. gr. verfusreftam ,. quae curvam in vertice tangitc ufu receptum hoc cafu non 
eft, verticem flexus contrarii punftum vocare; fed potius vertex ut JJJ^^JJJI^ 
punftum, quod ad abfciffas, fpeftatun 

Fig. 50. o' curvam exhibet, cujus aequatio eft fj^^\^ 

=x^^ 






Ad hanc claffem pertinet parabola conica , cujus aequatio eft ^ = ^^ 
Cafus tertius. Numeri i?, q ambo fint impares. 

Hoc cafu abfciffis aequalibus P^^^^Yi^ ^^^^0^^^^^ ordinatee aequales etiam 
Dofitiv36 negaLivis 

negativje' ^^^^^ igitur duobus conftat ramis invicem aequalibus, ad diverfas 

tam axis quam verticis partes fitis; ideoque ordinata vertici refpondens nec ma- 

xbna nec minima eft cenfenda. 

Quoniam y = a*", J^ = nJ—; prolnde r^fta cuiTam in vertice contingens 
parallel^ eft reftis axi ordinathn ^pplicatis. 

Porro -7-4= — n.i-n—; & quoniam rmmenp & q ambo luntimpares, 
etiam fraftionis 2—» ambo termini impates funt. Proinde fumta x pofitiva, 
^- eft negativa; ideoque curva verfus axem concava ^eft: fumta autem x ne- 

gativa. 
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gativa, -4:^ pariter negativa eft, proinde -p| fit pofitiva: quare in regione or- 
dinatarum negativarum curva eft convexa, quatenus easdem cum ramo priore 
partes axis refpicit, feu quatenus refertmr ad refbim aliquam axi paralielam. 
Proinde lioc cafu vertex curvae eft punftum ilexus contrarii. 

Figuris 51, N. ^* Mineantur duftus curvarum, quarum aequationes funt 

A 

]am fit n fraftio fpuria feu major unitate. Cafus hic ad praecedentem fem- 
per reducitur. Cum enim fit n fira6tio fpuria, — eft fraftio vera: atqui quo- 

niam y = A?n, eft y " = jc: proinde, permutatis ordinatis, feu curva ad|tangen- 
tem per verticem duftam tanquam axem relata, cafus hic ad priorem reducitun 

Exempla. Sit y = at^: erit x zs y^ 
y = x^: X =t y^ 

y = a; 5 : x :=i tf^. 

§. 18 !• Enodato cafu hoc fimpliciflimo, iacilior erit discuflio ceteroruni 
cafuum, quibus aequatio propofita magis compofita eft. 

Sit nempe y = ^at.jc", n denotante numerum firaftum, & (tx fiinftionem 
variabilis at, qu2e fafta at = o non evanefcit. 

Erunt -^ =^.x« 

ddy _ dV 
djc> d*» * 

dx 

d^y _ d^(px 
dP d^ 

^ ^ dx* 

dx 

+ «..,»-2(px.Jif"~3 

Kk • dV 
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+ 6w.w-i. -—-.*"-* 
+ »...«- 3 ^JC.Jlfn-4 



I^. Sit n numeras fraftus verus: erit ^ ±= ^.x» 

ojc ojc 



+ n^xS^^ Proinde hoc ca/u. 



dv 



jpl-n 



fafta ad =2 o, fit -/ =2 «^Jf . -^; feu tangens ad verticem parallela eft reftis axi 
ax o**"" 

ordinatim applicatis. 

Tum quo miiior efl: x\ eo minus aequatio differentialis curvae differt ab 

aequatione JL =2 n^jif . JL.: & quoniam ^ non involvit faftorem x, fun6Uo haec 
djc jti-n 

formam habet -^ + Jjc + Cc* + Dx^ + • . .; & imminuta x limes ejus eft -^. 
Proinde aequatio differentialis ^ = n^x . -i_ propius femper propiusque acce- 

dit ad aequationem differentialem parabollcam J^ = njS^; & curva ipfa ad 

parabolam , cujus aequatio eft y = Ax^ : ideoque, fafta ji? = o, y minima eft, fi 
n fit numerus fraftus, cujus numerator eft par; y nec maxima nec minima eft, 
fi n fit numerus fraftus, cujus denominator eft par. Denique abfciffae at = o 
refpondet punftum flexus contraril, fl n fit numerus fi:aftus» cujus tam nume« 
rator quam denominator funt numeri impares. 

IP. Sit n numerus firaftus fpurius ^\ 

Hinc %= ^xn 
dx dx 

•^n^x,x*-h 



Digitized by 



Google 



Fafta j«r =r o, eft -X = o; proinde refta curvam in vertice contingens parallel» 
eftaxl Porro^ = ^^- 

dx 

Igitur, imminuta x, exponens differentialis fecundi ordinis — ^ propius 

femper propiusque accedit ad hunc valorem, ut fit ^^ = «.«-i^op — =a 

n . « - 1 (-/f 4- ^jr + Cjc* + ZJjc^ + . . .) . -L^'; & proinde aequatio curv3e propius fem- 
per propiusque accedit ad aequationem parabolae, cujus aequatio differentiaiis 
fecundi ordinis eft «.«-i^, — . 

aq ^q 
— = ^ : pfoinde forma haec reducitur ad pri- 

» 2p + 2q+l ^ 

mum cafum (§. igo.), atque x omnium JJfjJJ™* ^*' 

1«. Sit»=i + _f^=i?±^, i.=-2i±I_; igitur (§. i8o: caf. 3,) 

2q+l 274-1 « 3p4-2?+l 

abfcifTse * = o refpondet punftum flexus contrarii. 

3°. Sit n = i + £g±J=r^P+^?+i, -L=-£i±L_; igitur (§. 180. caf. 2.) 

abfcilTae * = o refpondet "^f"!!!!? ordinatae y. 

*^ minimum ** 

IIP. Sit n numerus fraftus fpurius ^*. 

Hinc ^=.^.*n : 

djf d* 

+ fKp«.ac"-i 

ddy _ d«<px 

ai^" d*' 



+ 2n^,^ 
ax 

+ ».»-I^JC.JIf»-* 



Kk % dV 
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dx 
+ n...n-29x.-^^ 

Proinde, imminuta *, exponens differentialis —^ propius femper propiusque 

ad valorem n.n^i.n-^^—— accedit: ideoque cafus hic reducitur ad contem- 
plationem curvae parabolicae^ cujus aequatio eft y = jc», 

2q+l 2q+i n /^q+2p+2 v^ " ^y 

fefta jc = o, y eft omnium "^P.™». 
^ muuma 

&aax=o,xeftoimuum;^». 

abfciflse x at o refpondet punftum flexus contrarii. 
IV. Sit n numerus firaftus ^^ 

dx* dx^ 

+ An...n-'2~.X0^^ 

dx 
+ ff»*«fi«39 ^ ' * 

Quare, imminuta^, exponens differentialis ^ ptopius fcmper propiusque ac- 

cedit 
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cedit ad exponentem diiTerentialem quarti gradus parabolae, nempe 

dx'* ^ *«-♦' 

1«. Sit »= 3 + -^- = ^-i+^, ± = ^-4^T J Foinde abfcilfe 
jf =o refpon^et punftum flexus contrarii (§. i8o; caf. 3.), 

2«. Sit « = 3 + ?^ = 6£+^r^ £ ^ 2y ^ j„^^ 

* = o eft omnium Sf»;!!!!? (§• 180. caf. i.). 

30, Sit • = 3 + ^ = 6£+^^ i =, Z,l^t-V:; J Proinde abfciflae 

^ j ^ j. ^ . maxima 

jc = o reffondet ordmata ommum jninjj^^- 

Y.Sit«>t: erit^ = ^.*- 

+ IOfl.fl-I.»l-2--3^.Jf"-3 

+ 51» i,.3$^.jra-4 

dx 

■ ^^ xSrn 

Proindc» immihuta x, aequatio curvae per exponentem differentialem ?L| de- 
terminata propius femper propiusque accedit ad -^ =3 «...»-4^- — . 

1«. Sit; = 4+-4-= §i±M±4.. 1= ^+' : abfciife .=o re- 

, , ^ ,. . . maxima 

fpondet ordmata y omnmm ^inj^a" 

,0. sit . = 4 + ^ = ^^^^^^. -= ^-T >' * = <* «^•«^«i"»» 

^29 OJ • 8j+3f+I 

maxima 

mininia- Kk j 3V Sit 
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fpondet punftum flexus contrarii. 

Ab exemplis his facilis eft tranfitus ad regulam generalem, qua curvarum 

aequatione y = (p*.jf«» definitarum fymptomata cafu jf=o determinantur. 

I». Si » = 2«.+ -3£. ^4V!!±2m+2p^ 1_ 2q+l y njini^a eft ^^^^ 

3J+I 2q+l n ^qm+2m+2p x = o. 

. . Si »-2«.+ _=^^__ , -=^^^j:4^; *:i:o mmimaeft. 

3^ Si «=2«+^=4i!!±?^:!:i^^ i=__iit£_. abfci(fe:.-o 

29+1 29+1 ' « ^qm+2m+2p+i ' ^''lClflaeAr^o 

refpondet punftum flexus contrarii. 

4^ Si»=2m+i+-^^-=4?!??±^!^t?f±£^', 1- 2fhi 

29+I 29+1 « ^J^w+i^H-^^+^^i' ^^' 

fciirae jc = o refpondet punftmn flexus contrarii. 

5°. Si«=2«.+i+?^=422!±£i±2£±i, i= 2, 

2? 29 ' » 49«+29+2i7+i' ^■'"^'"^ 

* = o minima eft. 

6«. c; ^.^2p+l_nqm+2m+2q+2p+2 1_ 2g+i. . 

29x1 29+1 » 49»» + 2l» + 29 + 2/» + 2 ' 

tf minima eft cafu x = o. 

Eadem ratiocinia applicantur funftionibus y= (p'x + (p*.^", in quibus n 
eft numerus fraftus pofitivus; & (p'x, <px funftiones funt variabilis x non 
evanefcentes cafu * = o. Quoniam autem fmgulare hoc funftionum genus in 
mathefi inprimis applicata quam rariiTime occurrit; fufficiat generale, ad quod 
exigi debent, principium expofuifle. 

Huc usque tradita variis exemplis illuftrabo. 



§. 182. 


Exemplum i. Sit P = ^(«0+**) — i!-* 

A 
, dP _ X p 




dx y^aa+xx q 

ddP_ I XX aa 




df* Vm+xx , , x| "^ 3* 



Faft» 
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Fafto ^^*- o, eft xx - ^aa+jcx), x = ax ^, ^ , . 

Ut problema poffibile fit; oportet, fit q>p: & fafto x = a. £_Peft 

ddP r ■ r- y^iil-PP) 

omniumminima, propter ^jiremper pofitivum. . 

Extmplum 2. Sit P = Jc* 

log.P = xlog.jf 

d(\P II, ^ dP X 

Fafto log.Jf+i=o, eft log.jfs:— i , feu x=iri = l; i»«=Ciy=: 5M 
Exewplum 3. Sit P »= fin."'jf fin.»(^-jc> 

log. P = « log.fin. jf +«Iog,fin. ((p - xy 

. 1 =s f»C0t.Jf-«C0t. ((p-x) 

_ . _ = - 1« corec.2Jf - |o cofec.(2^ - 2*). 
Proinde P maximum eft, quando »»cot.jf=Bcot.(^-x); unde fin.(2Jc-(p)=!l::I?fin.(p. 
Extmplum 4. Sit P = tang.mjftang.n^^p-*) 

log. p = i» log.tang. jf + n log. tang. (<p - jc) 

d^ « r r , . 

t: • ^ = "» colec. ac- o cofec. (^ - Jf) 

__.. _= -«cot.jfcofec.Jf-»cofec.(<p-jf) cot.f(p-x). 

Proinde fafto wcofec.(P=»cofec.(<p.jf), unde tang.(|^.x)=;-^tang.i(p; funftio 
p eft omnium maxima. ^ 

Extmplum^, Sit P = acwfin.njf 

log. P = »»Iog.jf +i»log.fin. Jr 

-—._=-«. _.«cofec»'je. 

Pro- 
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Proinde fafto — = — jccot.ac = jccot igo^- x, feu jf = ??. tang, i^d^—x; P eft 

omnium. maxima. 

Exemplum 6. Sit P = fiaArfm.w« 

log.p =*log.fin.Ar+log.fia.«x 

ll. i = cdt.Jc+fiicot.iiia: 

^ll . 1= - cofec. ^x-tnm cofec. ' wx 
Proinde fafto cot i8o°-;c = iwcot.wAr, funftio P eft omnimn maxima. 

Exetnplum 7. Sit P = (^^'", Fafta jc=-3, nullus eft funaionis P limes 

quod ad magnitudinem, 

log.P = f»log.(tf+«) — »log.(6+Jc) 

dP I I ^ I 

-y— . --- '^ llf — '!!> r~ — 

dx P a+x b^x 

dd iP £___ m » 

dx»'P~ (H^ (M-x)»* 
I®. Sit «=«; fafto a+x=6+3c, omnes exponeates differentiales fuccef- 
fivi fianaionis -P evanefcunt; prouti nullus eft funftionis hujus limes, tum quod 
ad magnitudinem, tum quod ad parvitatem. 

__ *" + * - » /, "^-f ^ x ?^"""^ proinde funftio P 

eft omnium mininuu 

!»<* Sit «i<!n- faim — — !^— -i.— ^— = — " -X^-1?: proinde fun-. 

ftio P eft omnium maxima. 

§. 183. Haftenus fuppofui, funftionem P quantitatis mutabilis x ita ex- 

primi per hanc quantitatem, utfunftio haec fola fit in uno aequationis membro, 

neque alterum ingrediatur. Fieri autem etiam poteft, ut cognitio relationis 

funftionis hujus ad quantitatem mutabilem x ab aequationis alicujus folutione 

pendeat, quo cafu funftio Pfit multiformis. 

v^aius 
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Cafus hujus difficultas unice refertur ad imperfeftum aequationum doftri- 
cae ftatum* Etenim fi folutio aequationum in promtu effet: redufta aequatione, 
a qua funftionis P& quantitatis x relatio mutua pendet; radices ejus totiden^ 
exhiberent funftionis P per variabilem x expreffiones, & ^^[^^l^!^ ejus va- 
lorum determinatio reduceretur ad totideih funftiones uniformes, quot aequa- 
tio propofita habet radices. Hinc funftiones biformes, quae ab aequatione fe* 
cundi gradus pendent, facile reducuntur ad duas funftiones uniformes. 
Argumentum hoc exeniplis quibusdam aptiffime declarabitur. 
Exemplum i. Sit y funftio triformis ipfius Xj quae exprimatur aequatione 
yS— pxy+jir^ = o; & quaeramr valor omnium JJJf^^^s funftiouisy. 

Quoniam y^ — pxy + x^ = o; 
^y^—px-^—py^rZxxz^o: fafto j^ = o> erit joy z=r 3^?^, &y=:?^. Valor 

hic inaequatione propofita fubftituatur: jfiet -^ — 2jc^=so, 27jc^=:2P^jc^; 



p% 



?^ O » . _ O 3 



hinc 3xx=pxr3, -«^ipra» y = |/>4. 

Quoniam VfyT-—P*-^ = w— 3*>:' fafto -^=so, 
ax ax cw 

eft syy^ — px5!°y.=3 — 6x; aequatio identica, faftis ''^=30. 

^'''' d?y-''^— 6: undepofitis.;=o, fit-p^^-«-6, 

''''d^ 

-™|- = + — ; quare y = o eft omnium minima. 
dx^ p ^ 

3 

Sit autem "" = ^^^; tum ^i^pp^^z^yipy^z^^^ipiri 

feu ^ =— — ; proinde cafu hocy 

efl: omnium maxima. 

Exemplum 2. Sit y* —^a^xy-i-x* e= 0; 
itaque. ^^^ -^a^x^ -4<i*y+4*3 = 0: fafto $ = , eft y =» ^. 

Ll Hinc 
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Hinc ^-3Jc4==o, af4(^.3)=o, jf^(x8. 308)^0, J^^(;^^+a*r3)(jc*.fl^r3)=o, 

4 4 

^c^Cx^+fl^J^^X-^^c+iw^^S^C^^-^^^S) «= oj cujus aequationes radices reales funt 



°8. 



"*"^8 ^: unde y =• 
1-0^3 



o 



8^ 



ara7 

8 



Quoniam y^^ — a»jc^ = a^y-x^ : pofito $ = o, fit 

^ djc* djc* ^ 

Fiaty = +ar^a7: erit aa^r^x^ = — 3«'?^3; proinde y eft maxima. 

Fiat y=— a^27: erit --^a^g^^x^ = — 3«^?^3; igitur y eft minima. 

Ex his exemplis fequitur regula generalis. DifTerentietur aequatio propo- 
fitaj fafto z^ = o, inde eUciatur (quoad fieri poteft) valor ipfius y per x ex- 
preflae, qui in gequatione propofita fubftituatur. ^quiatione hac redufta, no- 
tentur valores ipfius x inde eruti, & qui illis refpondent valores ipfius y, qui 
exhibebunt ^fnlrmX ^* ^^^^ ^^^^ ^^^^^ ^^^^ ^^ definiatur: ex «qua- 
tione difFerentiali eliciatur exponens differentialis -^ (omiflis in altera diffe^ 

rcntiatione terminis exponente differentiali -^ ^o affeftis); ex quo, fubftitutis 

dx 

ipfarum x & y valoribus inventis, dijudicabitur (fi non evanefcat): utrumvalo- 
ribus inventis JJJf^^iJ^ refpondeat? Quodfi autem exponens differentiaJis^* 
evanefcit; recurrendum eft ad exponentes differentiales ulteriorum ordinum. 

Hinc patet: quantopere methodus haec ab aequationum folutione pendeat; 
& proinde quot difficultatibus poffit cafibus, praefertim complexis, effe ob- 
noxia. 

§. 184. Methodus huc usque tradita funftionum alicujus quantitatis mu- 

tabilis ^^?^.™^ determmandi omnium eft univerfaliffima. Occurrunt tamen ca- 
minima 

fus, quibus alium teneremodum minus algebraicum praeftat, &qui inmathefi 
prsecipue applicata felici fucceffu frequenter ufurpatur, 

Metho* 
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Methodus haec lequenti nititur principio. Si funftio quantitatis alicujiw 

mutabilis ^f^^^^ fit pro dato quodam variabilis x valore a; duo ^usdem fiin- 

Aionis valores invicem sequales aflignari poffunt, quorum unus majori, alter 

minori quantitatis mutabilis x valori refpondet. 

Principium hoc apprime declarat theoria curvarum atque ordinatarunpi 
fnaximarum 

minimarum • 

> 

Primo tangcns curvae, per extremum ordinatae omnium ^^jj^ dufta, fit 

axi parallela; tangens haec a pun£^o conta^lus inde, motu fibiparalielo, aut axi 

propius admoveatur, aut ab ipfo recedat, prouti curva eft verfus axem cQQyg^- 

ita tangens haec curvae ex utraque ordinatae omnium ^^^-^^ P^rte occurret; 

prdinatisque aequalibus a punftis occurfus duftis aequales refpondent funftio- 

nis, perordinatas curvae defignatae, vaiores, Sit dein tangens curvae, per ex- 

tremum ordinatae . . dufta , ordinatis parallela : quoniam curva duobus 

mmimae ^ ^ 

conftat ramis in hoc punfto fe invicem contingentibus, & ad easdem axis 
partes fitis; refta per hoc pun6him axi parallela, & motu fibi parallelo progreffa 
a punfto illo inde verfus partes, ad quas curva jacet, utrique etiam ramo oc- 
curret; & punftis occurfus duae refpondebunt ordinatae invicem aequales, feu 
duo funftionis ordinatis curvae proportionalis valores invicem aequales. 

Applicationem principii hujus exemplis aliquot illuftrabo, a fimpliciffimis 
ordiendo. 

Exemplum i. Sit ^B refta in punfto Z in duas partes fic dividenda , >ut Fig.gt. 
reftangulum AZ x ZB fit omnium maximum. 

Sint X & X' duo punftai ad utramque punfti Z partem fita, quibus re- 
fpondeant reffaingula jIXxXB, j1X'xX*B invicem aequalia. 
Qaomzm jiXxXB=^^X'y.x:B: eft AX.AX!^ X'B : XB 

hinc AX.XX! = X'B:XX' 
et AX « X'B 

unde hm.AX ^\m.X*B. 

Atqui pofito femper effe AZ> AX, BZ>X'B; ]ha.AX=:AZ, & Ym.X!B^BZi 
proinde ^Z=5Z. 

Ll a Exenh 
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Exemplum Jecundum, Summa quadratorum /^iT, ifZ debeat effe omnium 
minima. 

Sit AK^+ BX^ = ^X'^ + BX'^; lainc 
AX^^ — AX^ = BX^^^BX'^ 
XX'{AX-^AX^ = XX(^BX+BX') 
AX + AX = BX+BX' 

iAX+XX = 2BX'+XX' 
AX = BX' 

Vm.AX = lim.fl-y; hoc eft AZ = BZ. 

Exemplum tertium. Oporteat, fit ^Z'nx5Z'» = maximum. 

F>g.S3. Sit AX^y^BX^ =^ AX''"xBX''' 

Erit AX»^ : AX''^ = 5Z'» : ifX» 

AX'^ : AX!^.AX^ = BX"" : BX^.BX'^ 

AX«^ : ZZ'(^A-'™-i+ ^^'m-^. AX+ iiX'"^. ^Jf* + • • • ^+AX'. AX^-H-AX^^^y 

. = BXn:XX'(BX'>-i+BX'^^.BX'+BX'^i.BX'''+....+BX.BX''^-2+BX''>-iy 
unde 

Ax-BX-CC^^K^^^^-r^^W^A^ ^^A.r\Crsx^'^i,^BXsr>.z bx, \ 

Quare .& limes prioris rationis sequalis eft limiti rationis pofterioris. 

r\ - AX' BX 

Quomam autem lim.--— = i, & lim.=^= i, pofterioris rationis limes eft 
AJi. , BX 

«• : « i & limes rationis prioris eft AZ-.BZ: igitur AZ:BZ=.m:n, 

Exemplnm quartum. Summa a X -^Z"" +bx BZ''^ debeat efle omniiun mlnima. 
Sit aX/^X«>+*x5X'n = ay.AX'«'+by.BX''<^; . 
erit ACffX"»— BX*»") = aCAX^^^-AX"): 
unde b.XXQBX^r^i+BXr^^i . ^J^+5JP"-3 . bX" + .... BX. BX^^^BX^^i} 
= a><.XS:'(^AX''r^-i+AX''>^-2,AX+AX'«>-3.AX'' + ....AX'.AX«^-2+AX'»-iy 

V /?X ^BX'' ^BX-^ '^ ^ AX ^AX-^ \IX'^ -^ 

*.BX-i :n.^x''»-i= 1 +^,+ (^) V...C^)'"-': i+H;+(?^V+ ...(^S"^'; 

ttade 
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unde & prioris rationis limes pofterioris rationis limiti aequalis efl; ndmpe 
i.52w-i:o-<^^"-» = i:i, feu BZ^ixAZ«>^i=^a'.b, 

Exemplum quinium. Sint A» B duo pun£la pofitione data; & fit OD' cur' Fig«54. 
va fpecie ac pofitione data. Quaeritur hujus curvae punftum Z, ad quod du- 
ftis -^fZ, BZ reftis, fit fumma ay.AZ^-\-by.BZ'^ omnium minima. 

Sint X & x' duo pimfta ad utramque punfti Z partem fita, quibus aequales 
fmnmse propofitae refpondent; fcilicetflX.4X™+6xBX"'=«x^x'"'+iXBX''». 
Per Z punftum afta concipiatur refta tangens TT'; centris A, B, radiis 
AX, BX' defcribantur arcus Xx', X'x, qui reftis AX\ BXia x', x occurrant. j 
Quoniam a X^X'» + ^ X BX«=a X ^'n+ 6 X BX'"» 
*(BX'"— BX'"') =fl(^x''"— ^4X7") : 
hinc b . Xx {BX^^ + BX'«-3 . BX'+ BX»^3 . BX'* + • • • BX'""-!) 
= o.X'j<:'(^X''«-i+ ^X''"-2 . AX+ AX''^^ . AX^ + • • • ^X^-i) 

xxx'/=fl^x'.«-<i+^4-^+/^rO:^i»x.«<i+^+(^y+./^ro 

ideoque rationum harum limites pariter funt invicem aequales. Atqui X & x' 
verfus Z punftum fimul accedentibus eft 

lun.Xjf : XX* = co(.BZT' : i 

lim.XX': X'jc' = 1 : cof.^r 

quare lim.X* : X'*' = cof.BZT' : con^Zr: nnde fit (atin«xetnplisantece* 
dentibas) a.AZ"'-i'. b.BZ^^i^z coC.BZT' : co^.AZT, ^ 

feu a . ^Z»"-! cof. AZT+ b . BZ^^KoLBZT^i o. 

Si plura fint punfta data, A, B,C,D,E,.., & quaeratur fumma ommum 
minima ay.AZ'«+bxBZ«^+cxCZ'«>+dxDZ«>+exEZ'>'.,., Erit eodem modo 

o.^Z'"-»con^zr+ 6.BZ'»>-icof.Bzr + «.cz'n-icof.czr+ <f.z?z«-icof.z?zr+ 

#. EZ^^^-icof.fiZ r +.... = o. 

Exempiumjextum. Sit P punftum intra curvam XAx! pofitione dattmi; per 
quod agenda fit refta ZPZ', quae fegmentum auferat 2LAZ\ cujus area fit omnium 
minima. 

Sint XX^, rr' duae reftae ad ulramque reft» ZZ* partem fitae, quifaus Kfr55» 
asquales areae X4X', S"^£*' refpondeant. 

LI 3 ' Qao« 
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Quoniam x^x' = rAT^: Ibblato fegmento commTini TAX', erit 
XPr = x'pr'. Centro P, radiis pr, PX' defcribantur arcus r*, X'y, 
Q}xoTomci XPr ^ X'Pr', (eu xpr : x'pr' = I ; t 

lini.^pr : Y\m.X^pr''n x. : i 
fed Vm.XPr : lim.rA = i : i 
hm.rPx : X'Py » PZ*:PZ^* 
)im.X' Py' : X'Pr' = i : i 
ergo lim.XPr : X'Pr' = PZ^:PZ'*, 
Proinde area ZPZ' pofita omnium minima, eft PZ = PZ'. 

Exemptumfeptimum. Omnibusut prius pofitis, refta ZZ' debeateffe omniuni 
minima. lisdem, quae in exemplo fexto, faftis; per punfta Z, Z' aftae conci- 
piantur reftae tangentes ZT, Z^t: & fit rr' = XX'. 
Quoniam XX' = rr': eft Xc = r'y'; 

et lim.Jrjf : r'y' aa i : i 

Atqui lim.Jrje : 2jf = i : tang.RZT 

Iira.r* : X'y"^ PZ : PZ' 

lim.Jr'y': r'y = tang.Pz'^' : i 
Ergo lim.jr« : r'y' =^ PZtmg.PZ^T' : PZ^t^ng.PZT. 
Pfoinde refta ZZ'pofita omnium minima, erit PZ : PZ'=taag.PZr: tang.pz'r'. 
Exemplum oBavum. Arcus ZAZ' debeat efle omnium minimus. 

Sint arcus XAX', rAT' invicem aequales : erit ideo Xr = X'r', & 
lim.xr:x'r'= i: I. 

Atqui lim. Jrr : rx = i ; Cm.PZT 

lim.r« : X'y' = PZ : PZ' 
]im.X'y' : X'r' = rm.PZ'T' : i 
Ergo lim.A-r : X'r' = PZCm.PZ'^: PZ'fm.PZT. 
'n io arcu ZJZ' pofito omnium minimo, eft PZ:PZ'= ria.PZT: PZ'T*. 

Exem- 
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Exempla haec oftendunt, methodum pofteriorem (quatenus quantitatum, 



^^^ mflm^ ^^^^^ debent, evolutionem non requirit) priore methodo gene- 



maximae 
minimae 
rali poffe effe faciliorem ac breviorem. 

§. 185. In exemplis praecedentibus relatio finita inter quantitates inco- 
gnitas ita fuit poft differentiationem determinata , ut ipfae quantitates incognitse 
(quoad imperfefta aequationum do6hina permittit) poffent affignari. Transeo 
adexempla, quibus quaeftiopropofitaindeterminataeffevidetur, quoniamquan- 
titatum incognitarum numerus videtur aequationum numerum fuperare : cum 
tamen quaeftio propofita reapfe fit determinata, fi natura ejus attentius perpen- 
datur. Hoc quaeftionum genus^ut facilius intelligatur, nonnxilla proponam 
exempla, a fimplicioribus ordiendo. 

Exemplum primum. Summa propofita fl dividenda fit in tres partes, fic ut 
fumma quadratorum ex iisdem fadorum fit omnium minima. 

Hoc cafu tres occurrunt quantltates incognitae; & tamen prima fronte duae 
tantum proponi conditiones videntur , quarum una ad fummam datam trium 
partium refertur, altera ad fummam onmium minimam quadratorum eanmdem. 
Quare problema propofitum poteft videri indeterminatum : quod tamen, re ac- 
curatius perpenfa , reapfe eft determinatum. Etenim , parte qualibet eadem ma- 
nente, duae reliquae partes debent effeinvicem aequales, ut quadratorum fumma 
(pofita unius partis conftantia) fit omnium minima. Proinde partes propofitae 
binae fumtae debent effe invicem aequales; unde tres partes debent effe invicem 
aequales. Ratiocinium hoc applicatur ad numerum quemcunqUe partium, in 
quas fumma data eft dividenda, ut partium quadratorum fumma fit onmium 
minima. Transeo ad computum. 

Sit S fumma data; & fint of, y, z partes quaefitae. 
Erit idep jf + y + « = -S 

XX + yy ^zz-^^ mimmo. Sit v quantitas quaedam mutabilis, cujus 
mutationes pro conftantibus fumantur. 

Erit 
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Erit ^+ ^+ ^ = o 
du Av du 

dv ^dv dv 

dx , dy 

Hinc pofita * conjftante di; dt; . ideoque jc _ — w5f - o , & ;c = y. 

^dx dy =o d. dt; 

du ^dt; 

^ + ^=: O 

Eodem modo, pofita y di; di; djc djc - 

conftante, " , ; quare x^ :;^=o, &x = J8r, 

dx . Az dt; dt; 

dt; dt; 

^+ ^=o 

Pariter, pofitaarconftante, ^ / j hinc v/ — 2^=0, &!/=«. 

v^+^d5_ dt; dt; 

^dt;^ dt; 

Unde tres partes quaefit» debent effc invicem aequales. 

Sit pariter 9 + jc + y + a; = 5 

aqti + ^ArAT + tyy + «;2; = min. 

"•»'- r:+ ^+ 1+ ^ = » 

Sint y & « conftantes: erit ^+ ^ = o 

di; dt; 

oj^ + bx^ ' = o : unde fla = hx. Eodem modo often- 
d\f dv 

ditur, debere effe aq = cy:=zez. Proinde ? + ^ + y + « = 5. ^^^ j^^g ^^ 

aq :== bx ^ cy z=z ez ' 

elementa reducitur, & fit //^S^x --^^ — . 

€ibc + abe+ace + frrr 

Sit pariter 5"* + jfw + ym + ««+... = dato 
aq^ + bx^ + cyn + ez^ + . . . :=2 min. 

Erit 
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Erit mgr'i^+ w;c«-i^+ mym-i^^ fnz^-ip,+ . . , = o 
dv dv dv dv 

^ dv dt; ^ dt; dv 

unde, omnibus quantitatibus mutabilibus praeter q&cx pofitis conftantibus, fiunt 
d(7 dx q^''i djc 

^ dt; dt; ' ^ x^-i d? 

^ dv bx^'i dq 

hinc aq^-^ = 6xn-"» = ry"^"* =. ez^'^ .... 

ii-in n-m n-m n^m 

feu TaXq = 7^bXx= ircXy = V'eXz .... 

Exemplum fecundum. Sit ?+^+y+« . . . = dato = 5 

qxyz = max. 

Igitur 5f + x+y + «+...= 5 
log-? + log--^ + log-y + log-^+ • • • = J^^x. 

Hinc^^ +d^ +dy 4.d5 +... = o 
dt; di; dy dt; 

i?.L+^.i+^.i+^.l+ . . . = o. 
dy 5 du AT av y 6v z 

Pofitis omnibus quantitatibus conftantibus, praeter duas q, x; fiunt 

; unde 



^ +4l =o 

dtf dw . „nj„ L.= i , feu?=x: quare3=Jf=y=«.... 



d? I . cU I _ „' 9 * 

dv ? dw * 

Sieflet 9+*+y+«+...= dato 

5«n.;fn.^.2». ... = max. , feu mlog. j+«»log.Jf+rlog.y+jlog.a+ • • • =max. : 

w4? i+«d£.l+^^.i+,^ .i.+ . . . , = o. Hinc, ommbus quantitati- 
dy' j dt; * dt; y dtf « 

bus praeter 3 & * pofitis conftantibus, fiunt 

Mm dv 
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^ +^ =0 
Au dv 

nt—.l+n^.l=o: igitur w.-=fi-i; & proinde w.i=».i=:r.i=/.i .., 
dv q av X q x 9 ^ V ^ 

unde res ad calculum vulgarem ^"'" ^ + 9 + «+•..= *> 

reducitur per aequationes m.l =11. i =r.i = /.i . . . • 

q X y z 

Obfervath. Hinc determinantur tam ^^\!^^ relativafub datis quibusdara 
conditionibus, quam ^?"".*^^ abfoluta, feu niaxima maximorum gcijicetuna 

pluribusve quantitatibus mutabilibus pofitis conftantibus , determinantur relatio- 
nesmutuae reliquarum, ^t^^jJJJJJ^.^d ^^ conditiones relatum lociun habeat : 

remotis autem his conditionibus, determinatur "!f'7i!!?i!^ abfolutum , feu 

mmimum 

maximum maximorum ft^biliendo nempe relationes mutuas omnium quantita- 
mmimum mimmorum ^ ^ 

i. ui- ^ *. maximnm maximorum . u u *. c- 1 i. 

tum mutabilium, ut ^^^^^^ minimorum ^°^«"^ ^^'^^*^' ^ic una latere 

trianguli alicujus magnitudine dato, & fumma reliquorum magnitudine data; 
triangulum aequicrurum, in quo latera haec funt invicem aequalia, maximum 
eft triangulorum fub priore conditione conftruftorum: ut vero fub data peri- 
metro triangulum fit omnium maximum, feumaximum maximorum, tria ejus 
latera debent efle aequalia. 

, Methodum praecedentem exemplis ad geometriam pertinentibus illuftrare 
e re effe cenfeo. 

§. 186. ProbUma. Inter parallelepipeda reftangula, eadem fiiperficie in- 
tegra comprehenfa, quaeritur illud, cujus capacitas eft omnium maxima. 

Sint Xy y, z acies parallelepipedi qu«fitir 
Fit ideo xy-^-xz-^-yz = dato ^ xy -{- xz + yz = dato . 
xyz = max. log.af+Iog.y+log;« = max. 






Sit 



Digitized by 



Google 



^7S 
Sltz conftans: erit ^(y+z)+^(x+z)=o _ ^ 

dAT I , dy I ^ y 

di; jf dt; ^ et « : 2; =y:Jf 

unde y = X Eodem modo y = a?, Proinde xzsy^nz. 

Problema. Omnia latera figurae alicujus reftilinea praeter unum dantur 
magnitudine. Quaeritur figura omnium maxima, lateribus datis & latere non 
dato comprehenfa. , 

Lernma. Area figurae cujusvis reftilineae femiflis eft fummae reftangulo- 
rum omnium laterum binorum fumtorum, unoexcepto, duftorum in fmus fum* 
mae angulorum externorum, qui inter latera haec comprehenduntur. Vid.Opu- 
fculum infcriptum: Polygonomeirie , Gendve 1791. 

Exemplum i. Figura propofita fit quadrilatera. 

Sint Jy By C tria latera magnitudine data; & fint y, z anguli figurasex- 

terni, inter latera -rf& 5, B &c C refpeftive comprehenfi. 

Erit JBRn.y = maximo. 

+^Crm.(y-\-z) + BCrm.i 

Hinc ^5^cof.y 

dt' =0. 



+^X^ + ^\o(.(if+z)+BC^coLz 
vdt; dvy dv 



Ponatur 2 conftans : erit ^jCcoL^+zf^'^ ^^^^ -ffcof. i/=C con(i8o°-(y+2j)) 

Pariter fafto y conftante ^sCco^. z ^ ^^ • ^^^^ ^ ^^^« ^^-^cof.^iSo® - Cy+z)). 
Exemplum 2. Figura propofita fit pentagona. 
Sint latera data Ay B, C, D; 
anguli externi quaefiti x, y, z. 
Ideoque (Lemma) ABi\n.x 

+^Cfin.(x+j^) + 5Cfin.y = max. 

+AD£m.{x+y+z) + BDtin.{y+z) + CD£m.z 

Mm 2 hinc 
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Hinc ^B ^cof.* 
dv 

'^°^*^trbSf fit"^' -^CcoCXx^^+j^DcoUx+y+z^+BCcoLy+BDcoUy+z) =o. 
^xSa5tibS*fk^ ^cof.(jc-fy+2) + 5coC(y+a) + Ccof.a = o 

Proinde quaeftio propofita ad alteram reducitur mere geometricam (aut alge» 
braicam), qua quantitates quaefitae x, y, z per tres aequationes datas deter- 
minantur. 

Inveftigationis methodum eandem efTe , quicunque fit numerus laterunt 
figurae propofitae, ultro patet. 

Non immoror demonftranda formularum harum confenfui cum altera pal-^ 
maria figurae propofit» omnium maximae proprietate, qua fcilicet figura haec 
femicirculo infcribitur^ cujus diameter eft latus quaefitum» (Vide inter alia. 
Opufcula infcripta: De relatione mutua eapaeitatis (f terminorumjigurarumy Varfav- 
1782. Jlbrege dHfoperimetrie etementmre^ Geneve I7QI.> 

Quaeri etiam poteft: figura omnium maxima> lateribus magnitudine datis 
comprehenfa. Inveftigationis hujus methodum paucis etiam exemplis illuftrabo; 
a cafu determinata incipiens^ quo figura propofita eft quadrilatera. 

Sint -r^, Bj. C> D latera data quadrilateri, quod omniiun maximum fierl 
debeat. Ducatur refta diagonalis , qu» propofitum quadrilaterum in duo trian- 
gula dividat. Sint A^ B crura imius horum triangulorum; & fit x angulus in^ 
ter ea comprehenfus» Sint C» D crura alterius trianguli; & fit y angulus illis 
comprehenfus. 

Erit AA'^2ABco{.x+BB = CC— 2CZ7cofy+D/> 
^5fin.;<+CDfin.y = maximo. 

Hlnc 
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Hinc y^Bfin.*^ = CZ7fin.y^, 

ABcoi.x^-\-CDcoly^ = o, feu ABco{.x^ = CZJcof.CiSo" 'y)% 

di/ du dtf d« 

Ergo .rf5fm.jc : CDfm.y = ABcolx : CDcof(i8o°-y) 

tang. jc = tang.(i 8o« - y) ; * = 1 80° - y- 

Maximmn igitmr quadrilaterwn lateribus datis comprehenfum circulo poteft 

infcribi. 

Exemptum feeundum. Quaeratur pentagonum, cujus latera A^ B, C, D, E 
dantur magnitudine, & quod fit omnium maximum. 

Ducatur diagonalis , quaa pentagonum propofitum dividat in triangulum, 
cujus crura fmt D, £; & in quadrilaterum, cujus latera reliqua fmt A, B, C 

Sit X angulus extemus figurae lateribus J, B interjacens 

^•..•••> B, C --. 

Erit {Potygmometrie) AM2ABco[.x ^DDi-2DEco(M-EE 

+2^cof.(*+y)+B5+35Ccony+CC 



2ABCm.x =maximo, 

+sAC&n.ix+y)+BCim.tf+DEGjLS 



Hinc ^Bfin.*i^ 
av 



+^ain<^)(l^+|) 



+irCfm.yf 



DEfmj:^ 
dv 



jiBcor.x^ 
+..CcoC(^)(l%|)+irCcof.y^+ D^cof..| 

„ djc( ^^fin.af ,^( ^Cfin.(jHir) _4££>JEfm.« = o 

"™*^ 'dlF +^fra.(jc^> ^ du +ifCfm.y > du 

d*( ^Bcof.* . dy( ^cof.(;c+y) .^decoU^o, 

dir +^cof C*+y)) dy +5Ccof.y > ^ dv 

Mm 3 Fiat 
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Fiat ;5Conftans: erit 
BRn.x+C{in.(x+y) : B coU+Cco(.(x+y) = jirm.{x+t/)+Brm.y:jico^x+y)+Bcoii/. 

Fiat y conftans: erit 
Bfm.x + Cfm.^x+y) : Bco{.x + Cco[(x+y) = fm.z : cof.(i8o®— :5). 

Pariter , pofita x conftante , fit 
jirm.(x+y)+Bfm.y : j^coL(^x+y)+ B cof.y = fm.z : cof.(iSo®— ;8); quae pro- 
portio jam refultat ex duabus pr?ecedentibus. 

Duae iftarum proportionum cum aequatione 

AA+2AB coix ^ DD + 2DEC0LZ + EE combinat3e 

+ 2AC cof.(x+y) +BB+ 2BC co(.y + CC 

tres exhibent aeqnationes, quibus quaeftio propofita ad problema algebraicum 

determinatum reducitun 

Tertium exemplum. Quaeratur hexagonum lateribus A, B^ C, D, -E, F 

magitudine datis comprehenfum , cujus area fit omnium maxima, 

Angulus externus inter latera ^, B comprehenfus fit x 

B,C ^ ^ ^ ^ y 

D, E X 

E, F ^ ^ . ^ y\ 

Erit AA+2ABcof.x _ DD+2DEco£.x' 

+2^Ccof.(a:+y)+BB+2BCcof.y+CC"" +2jDFcof.(x'+y)'+^^+aJE:Fcof.>' +FF 

et ABan.x + DEiin.x' _ 

+ACCin.(x+y) + BC&ny + DFiin.(x'+yy+EFiin.y ^ maximo. 

DifFerentietur utraque aequatio; & omnes quantitates mutabiles x^ y, 
k\ y ponantur fucceffive conftantes, duabus exceptis: hinc eruentur tres rela- 
tiones diverfae quantitatum harum mutabilium ; quae cum priori aequatione com- 
binatge totidem fuppeditabunt sequationes, quot funt quantitates incognitae. 

Theorematibus , quibus formulae, ad quas pervenitur, anfam praebent, 
evolvendis noa immoror. 

Problemata haec propofui tanquam exempla univerfalitatis folutionum cal- 

culo di^erentiali innixarum : eadem vero aptiffima funt ad oftendendum, quanto 

s & lucidiores effe ppffint folutiones mere eiementares iis cafibus, in 

quos 
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quos quadrant; cum facillime & univerialiter demonftretur: figuram lateribus 
magnitudine datis comprehenfam omnium maximam eam efle, quae circulo 
poteft infcribi. (Vide v. gr. Opufcuta ma jam nominata.) 

lisdem principiis infiftendo determinari poteft figura omnium maxima, 
cujus anguli & perimeter dantur. 

Probtema. Inter pyramides triangulares aequealtas, bafi fpecie & magni- 
tudine datae infiftentes, ea quaeritur, cujus fuperficies eft omnium minima. 

Altitudo pyramidis dicatur h; latera bafis fint j4, A\ jf. Anguli (quae- 
fiti), fub quibus facies pyramidis lateribushis refpeftive adjacentes ad bafm in- 
clinantur, fint at, x\ /refpeftive. Punfti, inquo ahitudo pyramidis bafi occur- 
rit, a lateribus bafis diftantiae funt refpeftive Acot.x, hcot.x\ hcot.x\ 
Altitudines facierum pyramidis funt Acofec.of, Acofec.jc', hcokc.x". 
Duplum arese bafis eft ' A(/f cot.Jc + ^'cot.Jc' + ^"cotV'). 

Dupla fumma facierum eft A(-^cofec.A: + ^'cofec.:>c'+-^''cofec.Jc''). 
-^cotx + ^cot.Jf' + ^'cotA?" = dato 
jicokc.x + ^'cofec.A:'+^'cofec.Jf'' = minimo. 



Jdeoque 



Hinc 



^^cofec.=^Jc 
dv 



+ ^'|icofec.*jc' 
du 



^^"^''cofec.^jc'' = o 
dv 



j^ cot.x cokcx +A^ ^cotx^cokc jc^+ji" JLcotycokc^" = o. 
di; dv dv 



Fiat Ar"^conftans : erit -^^cofec.^jp 



+^'Ji'cofec.^;c' = o 
dv 



Hinc 



dv 
dv 

Proinde cofec.^x' 
cofec.jf' 



^*fcotJccofec.jf+^' jLcotJcWecJc' = 



dv 

: ^A'^ = cofec^^jc' 

dv 

: — -^'-A = cotJf'cofecx* 

du 

: cofec^jc = cot.x'cofec.jf' 
: cofec.x = cotJf' 
: I = cofjf' 



o. 



: cofcc^x 

cotxcofecjc 
cotxcofecA* 

COtJC 

cof.Jnr; ideoquex=jc*. 



Eodem modo infertur x = x\ Pyramidum .igitur triangularium »qu«altarum, 

bafi 
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bafi datae infiftentium, ea terminatur fuperficie minima, cujus facies ad bafin 
«qualiter inclinantur. Vide Opufcula modo commemorata, in quibus propofitio 
haec methodo mere elementari adftruitur, & uberes ejus confequentiae evol- 
vuntur. 

§. 187. In quaeftionibus poftremo loco traftatis quantitas, quae JJfjJJJJ^ 
reddi debet, funftio eft plurium quantitatum mutabilium, a fe invicem ita in- 
dependentium, ut determinatio unius reliquas non determinet. Criteria, qui- 
bus dijudicari poteft, utrum ejusmodi funftio ^j^^j? efle poffit, nec nef 
primus omnium univerfaliflime conftituit celeb. delaGrange {Mifcellanea Sociem 
iatis Taurinenfis , Tom. I.). Sufficiat hoc loco , funftiones duarum variabilium con- 
fiderare, atque criteria haec ex formulis capite praecedenti traditis deducere» 

Quouiam eft ^P^P « ^-^ 1-2.3 

+ ^^d'P + 2^'d'^d'P+3^^1^WP 
1.2 1.2.3 

+ ^'d'P 

1.2.3 

ut funftio haec fiat ST' d-^et efle l^^ I ° 
Eft autem 

t ^ . 4. A«» f 



+ Ay»W L ^^ "^^-^ 

^'d'p{^ + Ay!^'+Ay^'d'p\!^^{!^Y 

1 ^ w J l'd'p L 'd'p j 

L W J ^ |_ «d-F 



Pro- 
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Ajc+A^ k » » ^* ^«"^P®^ ^* pofitiya, fim- 
aio p maxin» eft, fi fit tam M'/', quam ^4.'^-^ ^ ^^ 7 ^ negativa: & po- 

fita M^Pnegadva, acproinde— ^ — „,„ pofidva; neceffe eft, tit fit 'aP 

(M'*d'/»)» 
negadva; praetereaque (fignis omiffis) • debet elTe MP> ^ , . — , rem 



XJ" 



'd^i^xW^C^d^d^/O». 

Contra funftio P minima fit, fi tam M'/», quam W— ^^^ ^^' eft po- 

*d*P 

fitiva; & pofita M*/* pofidva; oportet, fit M*/» pofitiva, eaque tafis, ut 

.yaT^.w^C^d'^'^)», 

Exemplum hoc funftionis duarum variabilium docet : <;riteria , quibus 

maxmia fjmftionuin piurium variabilium difcernuntur, noonifi fumma adhibita 
minima '^ 

caudone pofle determinari; nifi «x ipla quaeftionis natura unmmediate judicari 
poffit, utrum quaeftio ad ^^j^ referenda fit, aut nulli limiti anlam praebeat? 

ExmpluM primm. Sit P =3 xx-\-xy-\^-ax-ly ^ ^, 

yd'P= *+2y -* ''d"^=+« 

proinde M> . M*/>( = 4) > ( ^'M'/')*. 

Fiat dP(=2x+ir-a) = o^ ^.^^ 3 ; & funftio J» his valoribus re- 

'dP(=:*+2y-6) =0 „ _, a&-a 

3 

fpondens , nempe -!— , «ft omnium mimma. (a) 

3 - 

Exentm 

dtO Irrepfit error typograpTiicms in pag. 649. Caknli difFerentlalis Eulem, ubi fkmaio 

luec iplnlma dicitur riTe _?^+^*=** , loco -^+^-^fc 

3 3 

N a 
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Exemplmtfecundum, Sit P = x^-^^axy-^^^ .^^ ,ajH-^«„ 

M"P= 2.3* *^^= +^-3y 

Fiat '^^■'^ " **: erit ^ " "^ 

Quoniam faftis J^q» eft *d"Px M'P< (M''d'-f)»; funftio P his valori- 
bus refpondens non eft omnium j^jjj^jj. 

Fiant *=^ erunt *^»p^J^; proinde W.M^P^Cd'/».^'/^)», &fun. 
ftio fit "^^^l. Atqui y^'^^;J;^^ igitur funaio ^=-«3 minimaeft. 

§. 188. Quaeftiones ad JJJfjJJJJ^^^ pertinentes magnam cum duftu tangen- 
tium a pvmfto extra curvam dato habent affinitatem. 

Per punftum enim datum agatur refta, ad quam tanquam axem curva re- 
feratur. Si curva verfus axem hunc concava eft; angulus, quem refta curvam 
tangens ab hoc punfto dufta facit cum axe, major eft angulis, quos reftae cur- 
vam fecantes ab eodem punfto duftae faciunt cum eodem axe : contra prior an- 
gulus minor eft pofterioribus, fi curva eft verfus axem convexa. Problema igi- 
tur, a punfto extra curvam dato reftam ducere, quae curvam contingat, ad al* 
terum reducitur, quo ab eodem punfto refta duci jubetur curvafe occurrens^ 

quae ^?^^ angulum cum axe comprehendat. Subtangens curvae dicatur ti 
^ mmimum ^ . ^ ^ ' 

ordinata reftangula per punfttim contaftus afta dicatury: erit ^ tangens tri* 
gonometrica anguli, quem refta curvam contingens cum axe facit; proinde 

T Smum ^ ^"<1« 'i::^ = °J '? = #• Atqui^ =1, five abfciflk- 
t mmimum — — — dx ^dx ^ dx 

rum origo in ipfo punfto dato ponatur , five in alio punfto intervallo dato a priori 
dUlante. Ergo /x^ = y, &/ = yx-7^; quod confentit cum §. 40» 

Rela- 
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Relatio haec non effugit fuperioris feculi mathematicos, quorum molimina 
utrumque problema de duftu tangentium & de maximis ac minimis folvendi 
ad generales calculi differentialis regulas viam ftraverunt; quos inter Ferimui- 
TiuM, RoBERVALLiuM, Pascalium, Barrowium uomiuare fufficiat. 

§. i89- Quamvis qu^eftiones ad JJJf^j^^ P^^tinentes mde ab eo tantum 
tempore cenferi debeant perfefte folutae, quo generales calculi differentialis 
regulae iis applicatae fuerunt: abunde tamen, quae fuperfunt, monumenta do- 
cent^ veteres georoetras hujus generis quaeftionibus operam haud inanem im-- 
pendiffe. Ipfa Elementa Euclidis propofitiones nonnullas ad JJJf^^^ P^^^^^®^ 
tes fiftunt, ex. gr. in 5^ & 9»* Libri fecundi. Luculentiffune autem hoc com- 
probant libri antiquorum ad analyfin geometricam pertinentes, a Pappo re- 
cenfi, & partim fuperftites, parthn a recentioribus matliematicis reftituti; prae- 
fertim Traftatus de SeBione rationis & fpatii^ de SeSHons determinata, & de Inclinatio^ 
nibuSf atque inprimis Liber V. SeStionum conicarum Apollonii. 

Quando problema aliquod geometrice folvitur; defeftus occurfus mutui li- 
nearum in conftruftione ducendarum monet de propofitae quaeftionis impoffibi- 
litate: algebra autem impoffibilitatem hanc indicat per introduftionem quanti- 
tatum (quas vocant) imaginariarum , fefe invicem non deftruentium. Sed im- 
perfefta folutionis aequationum conditio obftat, quominijs algebra hoc refpeftu 
fufficiat. Cum vero aequationum fecundi tantum gradus folutio plana fit; fun- 
ftionum ejusdem ordinis ^f^\I!}^ facillune per algebram elementarem determi- 
nantur, quod paucis exempUs declarabo. 

Primum exemptum. Sit aax-^xx = x{2a—x) funftio fecundi ordmis, cujus 
xnaxunum quaeritur. Sit ^ax-^xx^z p: erit x—a = + y^Qia^p). Ut proble-» 
ma fit poffibile; requuritur, non fit p major quam aa: proinde maximus ipfius 
p valor eft aa; & tunc jc— a = o, jc = a, ^a— ic = «; feu duo termini produfti 
x{%a—x) funt invicem aequales. 

Exemplmfecundum. Sit numerus datus a dividendus in duas partes, fic ut 
fumma produftorum quadratorum ipfarum per numeros datos #», » fit omnium 
minima. Sint duae partes x, a-^x; & ponatur mxx+n(a^xy=z p: 

Nn 2 erit 
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«rit x^anJL- =3^ ^ 'r(p(f+*>-'^^ ut proTJrtraa poflibile fit,- debet eOe 
X^ "♦•**) > ''^^J ^*®^ minimus ipfius p valor eft «^rrr^ ^ ^^^^r q?io jr eft 



IW+» 



emmiim aimima, fit x = ^;;^^ «— * = ^^" 
Exemplmn tertitt$iu Sit y"(aa+x>t) * = & 



zwc r mw 



nnde oi + xx asW-f^ — 5ar-f xsr. 



1°. Sit w=«r prodit aequatio primi gradu*, quar JJ^JJJ^ locum; noa 

pnehet. ^ 

2". Sitf»»>n: x+g^-^^tyfa^-^-t-g fr * ,J ? unde fun. 
ftio propofita Hullum admittit limitem. 

pofito f» <»> valor omnium minimus ipfius b talis eft^ ut fit 



^ ^^ nn^mm y{nu^mni} 



Y^Qat^-xx^ ^ aX ; 



n 



ir(m^mmy 

Methodum Ranc elementarem inveftigationi nrinimi cer» apinm celluli»^ 
rom feliciffime appncuit fagaciflimus Dn. Le Sage:;; qui ita celebre hoc tenk 
apud mathematiGos quam apud rerum naturalium ftudiofos proWema primu^ 
ad ckmenta reduxit^ & quidem ad inveftigationem minimi fiin6tionir 
y^fao+jcjc)— ^ cafu^ quo in<n (uti in poft«iori exemplo)^ Sohitionenihanc: 
amiciffime mecum communicavit, quo tempore ftudia mea mathematica patema 
amore regebat; pariter ac phirimas olrfervationes ad hoc caput pertmentes,. qua^ 
extant in Commentariif Acadmia Berorinenp ad annum 178Z: Snr te minimim de 
eire des alVeoks des abeilles ^ & en particuKer fnr m mimmum minimorum nlatifi cstte 
matiere.^ Tud.. etiam. Relatio mutua &C;. 

CiPirir 
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Cafut DBcaMum' TXoisvm 
De radiis cufvaturay et de curvis evoluttone genitis, 

§. 190, 
j^int My M' duo punfta alUnjtis cvrv9e> per qi^ agantnr duae re^ae normales 
MN, M^^N^f quae axi in punAis N, N' occurrant. Diftantia NN' punftonua 

horum eft PP — PiV-f p'iV'= Ax-y^ +y'$^. 

ax dx 



Quoniam 


fit/f^'=y^ 


yy =yy 


*^,djc *d* 




+r[(D'-^^^' 


^\.2iW^*d*»J 


. A*«rdy ddy . d^y-] 
1.2 [^iiA:'d*»^^d*aJ 


/Sx3 Cdg d% M 


+^3[O'+4S-0^0) 



+2^ far^^^-ht^^ d^y+w^l + ^' fio4^. *'y+«^ d^+„d^yT 



+ . - . .... + 



Unde i«r=..[.+(g)'+y^] ,^- ■ 

^ 1...4L d*» a^^^^djc ds^+^a^^j 

+ - .^ . - . - - . . . 
+ - -..--.-_-_ 

■ $. vQf, Duae> normaleS' JVi^^ il'Ar' fibi iuvicem (fi fieripalEt) occarrant 
in Z pun£b. Pun^tum hoc occurfus fic determinatur. . 

Nn 3 Iu 
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Kg.s6. In triangulo NZN' eft fin.NZN' 
feu rm.iM'Np'-MNP) 
unde coLN-^rm.Ncot.N' 

cof.i\r-fm.^' 

NP-MP^ 

et NP-^MP^ 
dx 



rm.N' = NN' : iVZ 

fm.iH'iV/>'= ATiV' : NZ 

I = ATiV' : NZ 

1 = i\ri\r' : Nz 

MN = iViV' : NZ 
NN' =i MN : NZ 



Atqui ^=^4^.^^+^.^+^.^ + .... 

^ d» dAT I dAT* 1.2 djf^ 1.2.3 ^^ 



1-2-3I 



+ 
+ 



.MZ:MN..^(^y :,p.-.0.^^.^^..] 

+ ----- - 

+ - - - - - " 

Ufc fcbitfequentiae ex hac proportione nefti poffint , duo diftinguendi funt 
cafus, uti in §. 170. 179. 
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S. 102. Primus cafus. Exponentes difFtfentiales fucceflivi 5?., ^sK , ^ 
^-^, . . . figno impoffibDis non afficiantur, 

Cafu hoc pofterioris rationis limes aequalis eft rationi ^ + (rY-^4/^^ ; 
proinde & rationis prioris limes aequalis eft eidem rationi i + (;j^)^:— y-^, 

fetflim.JKZ:JSfiV^=:i+(^)^-y^, &]mi.MZ = MNx^J^L. Atqui 



r=y [i + Cg)']^ (§. no.) Ergo'lim.iKZ= J^^ 



4 



JHi\r=!v|i + (i^) 1 (^.110.-) ErKolim.iKZ=JL ^^ J . 

Obfervatio prima. Quamvis haec exprefllo fonnam hajjeat negativam» reapfe 
fit pofitiva, quando curva verfus axem concava eft. 

Obfervatio ftcunda. Ex Z punfto agatur ZQ ipfi MP perpendicularis. Eft 

iy 

Obfervatio tertia, Quoniam rm.NMP=: ^ ^n. d.fin. iVaf/- 

d^ Tj- r ^ - d.fm.i\rjlfP d.coLPMT 

^^ • Hinc Iim. Try = — j = — x • 

3 mZ dx dx 

iEquatio h»c immediate fic poteft demoriftrari. Refta JH'f ' ipfi ZQ occur- 

rente inp, funtfm.iVilf/'^^, fin.iV'yif'p'=|?-,: hmc f:m.NMP-rm.NM'p' 

ZM ZM 

^?9^-^P ^H^^Zor I - M- ^-RnJfMP _ 1 . Zp^^ ZM''ZM 
ZM 'ZM' ZM^^^KzM ZWJ* S^ "'ZMi^^ZM.Zll^* 

., ASm.NMP _ 1 
*"~— dx— -ZS* 

Obfer- 
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Oifervatio qaarta. JltP refta occurrat ia I tangenti JHT per JIT punftum 



•'''^ -^r I dd«/ ^ d^y . Ajc» dV j_ S 

Atqui Um.J»Q = ^^ -. Ergo aUm,JirQ=lim,~-. 

§. 193, Sumta Mq = ailfQ = ^,^ = — ^^ , fiat fen^er '£ =^ > 
& defcribatur curva per punfta q, q hoc modo determlnata transiens. Tum 

centro Z radio MZ = ^^^ defcribatur circumferentia circuli; quae 

proinde per Jlf & 5 transit, atque reftam MT^ ac proinde etiam curvam MM^ 
in M tangit Circumferentia haec occurrat reftae M'P in R &c R' punftis, 

lfiK«^6» Prinmstajus. Sit Jlfj quantitatis tjtt- limes quod ad parvitatemj ideoque 

femper fit tq > tR , & arcus 55^ extra arcum ji?. Quoniam ilf/* = 
Jt'txtR=:M'txtq\ & /5r'> /^'; ergo tR>M't: proinde arcus circuli ^^cadit 
intra arcum curvae Mflf'; ac tanto magis quaelibet circumferentia reftam MT 
in Mtangens & radio minore quam MZ defcripta, utpote circulum ipfum MR 
intus tangens, intra curvam MM^ cadit Tum radio iKZ' majore quam MZ 
defcribatur circulus, qui reftae MP in j punfto, & reftae ikr'p' in r & r' pun- 

ais 
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ftis occurrat. Erit ideo iH 5 > Mq^ & punftum \ extra curvam qq] pariterque 
arcus 'yr'extraarcum qR': quare, punfto Af' ad punftum M accedente , arcus 
curvae qq cadit inter arcus circulares qB\ \/\ itaque erit tq<,tr\ Atqui 
Mt^^M'ty.tq =: rty.tr : igitur -W/ > r/; & circumferentia radio Z'M> ZM 
defcripta cadit inter arcum MM^ & tangentem MT. Proinde lioc cafu arcus 
curvae MM^ jacet inter arcus circulares MR^ Mr^ fic ut nullus circulus, cur- 
vam in punfto M tangens, inter arcus MM' & MR cadat. 

Secunduf cafus. Sit Mq quantitatis —7- limes quod ad magnitudinem; ita Fig.56.] 

Mt a^. 

ut femper fit tq<i tR\ & arcus qq intra arcum qR\ Quoniam Mt^=zRtx tR'^ 

M'txtq\ &tq<itR': eritRt^M^t; proinde arcus -/^f^ cadit inter tangentem 

& arcum MM'; ac tanto magis quaelibet circumferentia radio majore quam MZ 

defcripta, quippe circulum MR extus contingens, inter tangentem MT & ar- 

cum MM' cadit Tum radio MZ*<MZ defcribatur circulus, qui reftae M^P 

in r & r' punftis, & reftae MQ in q punfto occurrat Erit ideo M'q<Mq, 

ir < tR\ & arcus qq jacebit inter arcus qR\ 'qr\ Proinde punfto Jlf* ad pun- 

ftum M accedente, fiet tq^tr; ideoque iM'<i^tr^ & arcus MM' cadet inter 

tangentem MT &c arcum Mr. Quare hoc etiam cafu nuUus circulus, curvam 

in M tangens, inter arcus MM' & MR transit 

Nullus itaque circulus curvam in M tangens , radio five majore Tive mi- 

nore quam MZ defcriptus , cadit inter arcum curvae MM' & arcum circula- ^ 

rem MRy ad partes punfto M utrinque vicinas. Circumferentia igitur radio 

MZ defcripta arcmn curvae MM' ftriftius tangit, quam uUa alia circumferen- 

tia, five major five minor priore. Hinc circumferentia haec curvam ofculari, 

& radius ZM radius ofculator dicitur. Curvatura arcus MM' ad curvaturam ar- 

cus circularis MR propius accedit, quam ad curvaturam cujusvis alius arcus 

circularis; unde radius ZM vocatur radius eurvaturce arcus MM^ in punfto M. 

Formula ideo radii cursraturae eft -^ — —; cujus applicationem nonnul- 

lis exemplii? illuftrabo. 

o §. 194. 
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§. 194. Exempla. i®. Sit parabola coniea, cujns aequatio «ft yy=2 ^px. 

PP PP 

Obfervatio. Fafto y=o, fit lUZ^p; & hic eft limes (quod ad parvitateni) 
normalium parabolae. 

hh 

2^. Sit ellipfis conica, cujus aequatio eft yy = — raa—xx). 

aa 

Hmcirg---^*, ^^^; +^___--_, y^^_-_._. _^_-_._. 

J|/Z= (^''--i*^^^)-^ Fiat y=2o: eritJUZ^ ^;&: hic eft limes (quod 
ab^ a 

ad parvitatem) normalium ellipfis, Sita = 5: erit ilfZ= — =0, feuconftans; 

a^ 

quo cafu ellipfis in circulum abiit 

3^. Eodem modo determinatur radius curvaturae hyperbolae conicae ex 

aequatione yy =^(**-««); qua fit MZ = (W^3yff+^^))t 
aa ab^ 

4®. Sit cyclois vulgaris, cujus aequatio eft y=3^(2raf-jcjir)+rarc.fin.v.— • 

F;4- dy _ y^2r^x ddtf __ r T + r^^^ni!!- 

dx jc ' dJc^ jcr(2rjc.jcjc)' "^VdAV x' 

JHZ = 2rr(2r(ar.jc)). 

§. 195. Hucusque tradita nituntur fuppofitione, dari limitem quoti — r-; 
quo cafu radius curvaturae poteft determinari. Ut atterum cajum ^ quonuiJusefl 
.quoti hujus limes, diftinftius evolvam; a curvis ordiar, quarum aequatio fim* 
pliciflima eft, nempe y = fi-nx°. 

Defcribatur quicunque circulus curvam in vertice contingens, cujus radius 
fit r; & reftae in hoc circulo axi ordinatim applicatae fint y. 
Quoniam y = i?i-»jcn , eft yy -ziz pz-^x^^. 
Atqui yy = ^(ar.x) 
Ergo yy^yY = p^^x^ : x{zr^x). 

i^Sit 
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i". Sit 2«= I, feu « = i : erit jy : yV = pa-«": jr-x s p : ar— *. Pro- 
inde, imminuta Jf, rationis pofterioris limes eft ratio p : ar; & ratio haeceft ra- 
tio aequalitatis, fi p = ar, feu r = |f. 

2°. Sit 2« > I ; ideoque yy : yV'= f*-2"J«»-i : ^r-x. Imminutax, nullus 
eft limes (quod ad parvitatem) pofterioris rationis j itaque nullus etiam eft limes 
(quod ad parvitatem) rationis prioris: quaelibet igitur circuli circumferentia, 
curvam in vertice contingens, cadit extra curvam ad partes vertici vicinas, 
utcunque parvus fit radius ejus r. > 

3*. Sit 2n<ii; ytf : yy^ p^-a": xi-v^^ir-x). Imminuta x, nuUus eft po- 
fterioris rationis limes, quod ad magnitudinem; ideoque nullus etiam eft prioris 
rationis limes , quod ad magnitudinem. Proinde quaelibet circuli circumferentia 
ciwvam in vertice contingens cadit intra curvam ad partes vertici vicinas, utut 
magnus fit ejus radius r. 

Ideoque parabolas inter, aequatione y =fi-"*" determinatas, parabola ca- 
nica fola eft, cujus curvatura in vertice cum curvatura circuli conferri poflit 

Idem tjonfequitur ex applicatione formulae generalis radii ofculi ad cafum, 
in quem quadrare non poteft: eum nempe, quo nuUus eft quoti ^ limes, 
five quod ad magnitudinem , five quod ad parvitatem; feu quo formula radii 

curvaturse R = ^^ l^y fit aut zero, aut impoflibilis. 



Etenim pofito e^=px-"xn, fit ^ = «i'^-"*"-» 



^ =: n.n-Jp^-^x^ 
d*» 

j n (l-f-»»p2-2njir2n-*)» 

unde R = 2 ^ ,„„!, • 

— «.»-ipl-njfn-« 

[O. Sit »= 2: erit R = — |j>x(i+4— y J & ^^* •*=**• R=—lp. 

Oo a »*. Sit 
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2^ Sit»>a: erit ^ = f^^lL^; &fafta;c=.o, p^_ P"-^ 

^uod efl: fignmn impofTibilis. Nullus eft circulus , utut magno radio defcriba- 
tur, curvam in vertice contingens, qui extra curvam cadat ad partes vertici 



vicmas. 






q^. Sit y?"^ ^; erit R = ^ pn-ix^-n x ^"" ^ ■ : proinde facla x=o, 

^ >i' «.w-i 

eft jP = o; feu nullus eft circulus, radio utut parvo defcriptus, qui curvam in 

vertice ita contingat, ut ad partes vertici vicinas intra curvam cadat. 

1 
4*^. Sit » = I : erit R = —Xx. Hoc cafu linea propofita eft recla: pro- 

inde contradiftorium eft, de curvatura ejus dicere; quod monemur figno im- 
poffibilitatis ^, ab abfcifla x independente. Idem contingit, fi fit » = o; quo 
cafu linea refta parallela eft axi, ad quem refertur. ^ - . _._ 

5°. Sit w^J ^ : permutatis coordinatis, cafus hic ad tres priores reducitur, 
^ o 

6°. Sit n negativa, feu curva propofita fit hyperbolica. 

j. , { i\ 

Tunc R = — v[ — +^^^p^ ^ ^ _iL_ . Et quoniam contradiftoria eft fuppo- 

fitio X = o; introduftione figni — — monemur, contradiftorium efle, loqui de 

ozn+i 

curvatura curvae in punfto per abfurdum fifto, ubi afymptoto occurrat. 

itft p2Ti+2 

Quo minor eft x, eo magis radii curvaturae valoraccedit ad J?=. — ^- — -; 

& quoniam nulius eft abfciflae x limes quod ad parvitatem, nullus etiam eft 
radii R hmes quod ad magnitudinem. 

Sit /?/3y = x,v(a-pc). Etit jpp^ == x(2fl-3x) 5 

ax p^_PP ri+^^fi3^lM}ly 

.'. .> . ( > Fiat 
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Fiat 3*=«: erit JR = -iL.Q.^^^J . Huicabfciflaerefpondet punftumfle- 

xus contrarii. (Vid. Fig. 47.) 

Sit p3y_x3(a-;if). Tunc p^^ = xxdo'^) 

p^m = 2x(sa.6x^ »*(6x-3«)^ p^ J' 



X ■= o 



Utrique abfcilTae _ , refpondent punfta flexus contrarii, quibus nuUus re- 
fpondet limes quoti ^. (Vid. Fig. 48.) 

In punfto flexus contrarii ob ^ = o eft ^ = C, y = C'+Cjf. Proinde 

aequatio curvae eo propius accedit ad aequationem lineae reftse, quo pun£la cur- 
vae ad punftum flexus contrarii propius accedunt 

§. 196. Confideratio curvaturae curvarum ad focum aliquem relatarum in 
mathefi, mixta praefertim, frequenter magni momenti applicationibus infervit; 
quare breviter eam explicabo. 

Sit F focus, ad quem curva MM' refertur per radios veftores FM, FM\ TvgfSl» 

atque angulos JFM, AFM\ Per «f agatur refta tangens MT, cui FM' in / OC" 

currat. Curva eft verfus focum F '?°"^*^?, prouti Ft%FM\ 

convexa * ^ 

S\tFM:=y,FM'=y,AFM==x,MFM' = i^. 

T^ ' .. , Ax dy , Ajf* ddy , Ajf3 d^y ^ A*'* d*y , 

Itaque y^y + --.^+ _.._f +_ .33^+— .gj;. + . . . . 

Ft^FMj^Ir-.-y>^ 



rm.(FiHr-Ajc) " cof.Ax-cot.FJWrfin.A* 
= y fec.AJc(i+cot.FAf rtang.AJc+cot. »FitfTtang.9A«+cot. 3F.«rrtang.3 Ax+...) 

= y(i+2tang.*AJf-i-|tang.*Ajf...)(i+cot.i?'JHrtang.Aji+cot.»F/lfrtang.«A;K+...> 
«y+ycot.F^rtang.Ajf+^ytang.^Ajf +Jycot..FJWtang.3A;c+... 

+ycot.'-Faf 7'tang.»Ax+ycot.3F^rtang.3Aj«r. . . 

Atqui cot.Fi»fr=- ^ (§. 49.). Ergo, curva pofita verfusfocum concava, eft 

o 3 M't 
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JH'/=^(taag.Ajf.i)+^ytang.»A« + J^.tang.3Ajc+... 

+i.(^'tang.»Ax+^.(gy.ta„g.3., 

1.2 Cbc* 1.2.3 "* 

Proinde quoti limes (fi quis detur) eft iy+-L.(^)» — L.^. 

Scilicet curva verfus focum eft concava fi ly+vdyy^ j_ d^> 

convexa *^^y^djc>' 1.2 d**< 
Et pofito curvam ad utramque punftt M partem ej:tendi , M eft punftum fle- 

xus contrarii. fi fit |y+i(^)*— i-.^f = o. 
" y^ax^ 1.2 d** 

Ab radio veftore iKF'abfcindatur Ma = lim.^ = ^ , ^"^ . 

ai^^^Vdxy 1.3 da:* 
& ex 5 punfto erigatur perpendiculum qR^ quod normali per M duftae in R occur«» 

rat:eritiW^diameter curvaturaein punftoM (quoddemonftratur,uti§.i93.). Sed 
MR=Mqiec.qMR=M<ico[ec.FMT=^-^^^^ = Jg^ X »"(yy+(dD ) p^^j^^^ 

Cyy+(^^'')^ 
•** = /dyv? ddy 5 * ^^^^ ^^ bifariam divila in Z, fit radius cur- 

t^i^+Cdi) -iya^ 

vatur. ^ = >+O0^ 



Formulas has variis exemplis illuftrabo. 

Exmpfum primum. Sit y = r quantitas conftans : tunc MZ = Z« == y , quae 
cft aequatio circuli. Vy 

Exemplum fecundum. Sit y = pfec.^^Ar, quae eft 3equatio focalis parabote 
conicae. _^ = f fec. ^x tang. Jjc = y tang. ix , 



^ = Kfec^xtang.H^ + ^fec.^ ^) ^ ^ 



Mq 
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81, 



P 

hh 

Exemplum teriium. Sit y =^ -- — j^- , quas eft aequatio ellipfis conicae ad fii* 

cumwlate. Fit^ = -^* = .fin.;cxf „. 

dx (a+fcof.*) ^* lim ^ = Xa ^ 

ddy _ M<cof.* abbeerin.'*^ *4)c' * * W * 
dJc* (o+ecof.*)» C«+«cof.je)5 






^ bb 



jHz = < - yC^«-y) = r(r - y^^-y> ) xy^>. 

Eaedem formute ad hyperbolam quoque applicantur. 

Exemplum qmrtum, Sit y = r^ , quae eft aequatio ipiralis logarithmicae. 

^. = y.i.l„g.'r Dm.^' = .j, P"*'^' limites li pa- 

ritcr crefcunt in progreflione geometrica. 

MZ^i{rii + l^og.^r). Radu igitur curvaturae 

(pcp 

€tiam in progredione geometrica crefcunt. 

Exemplum quintum. Sit y = flfecjp+fr» quae eft aequatio conchoidisL 

^ = flfec.pctang.x 
dx 

^ =: afec.xtang.^jc + afec.3x = flfec.<tang.*jf+fec.^jr) 
dx^ 

MZ = («>fec.^jc± 2 Qfrfec.Jc+^^)^ 

+ zab itcx tang. ^ Jf + o^fecji+fcfr* 

l^ Sit 
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i". Sit 5sso: linea, cujus sequatio ys ofec.*, refta eft; de cujuscur- 
vatura dicere contradiaorium eft, quod monet introduftio figni impoffibilis %. 

20. Sit b = a: eftJH2r=aJ!^^±^^4±i)L 

+ 2fec.j:(tang,^jif+ 1)+ 1* 

Fiat x=:o: erit MZ = ^. Nempe conchois inferior cafu, quo 6s=a & x=a, 

in polo cufpidem habet; & dum ad polum accedit, nullus eft radii curvaturae 
limes quod ad parvitatem. Vid. Fig. 58. 

3®. Conchois fuperior habet punftum flexus contrarii, quod determinatur 
per aequationem 2afec.jftang.*jf = afec.x-f &. Fiat 6=a: erit afec.jctang.^j^ra 

a(fec.Ar+i); unde afec.jc(fec.x— 1) = i, & fec.j: = ^ , quorum vaio- 

_ r 3— 'I 

2 
rum prior tantum propofito fatisfacit 

4^ Fafto'jf = oo°, fitJKZ=flX= — fec.^90^ ^ afec.^po^ = a x qq^ 
^ ^ fec.Qo^tang.^Qo^ ^ 

Signum hoc impoffibilis monet: contradiftorium effe de curva loqui cafu, quo 

x = go^; nempe conchois curva eft afymptotica, cujus afymptota eft axi per- 

pendicularis, 

§. 197. Cum doftrina curvaturae arftiffime conneftitur, quam primus gea- 

metrica methodo tradidit celeb. Hugenius, theoria curvarum evolutione geni» 

tarum; ftriftim itaque hoc loco adhuc exponenda. 

Fig.59» Curvae AMM* filum feu linea flexilis circumplicata intelligatur; &, manen- 

te una extremitate illi affixa, altera extremitas, ftylo ex. gr. illi annexo, fea- 

fim ita abduci concipiatur, ut pars fili JKAT, quae foluta eft, femper in direftum 

extenfa fit, & curvam tangat in punfto Af , ubi iUam deferit. Curva JNN\ 

quam ftylus motu hoc defcribit, dicitur evolutione curvae AMM' genita; ipfa vero 

AMM' dicitur evoluta. 

Obfervatio. Filum curvae AMM' applicatum poteft in j1 terminari; quo cafu 

curva evolutione genita transit per punftum -^. Sed fieri etiam poteft, ut filum 

ultra curvae punftum ^ protendatur juxta reftam ^-^' pofitione & magnitu* 

dine datam, quae fcilicet curvam AMM* in punfto A contingit. Quo cafu curva 

evolutione genita transit per punftum /f '• 

Centro 
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Centro M radio JUN defcribatur circulus, & agatur refta IfT ipfum in N 
tangens. Dico: reftam NT in eodem punfto N contingere curvam evolutione 
defcriptam« 

i^. Sit N* punftum curvae NN' remotius a principio ^, quam efl: punftum Fig.59. 
N^ Slt N'M' fitus fili, quo extremum ejus pervenit in iV*; & fit M* punftum 
curvae evolutae AMM\ ubi filimi N'm' eam contingit: reftae NM, N'M' fibi in- 
vicem occurrant in punfto w', & refta M'N^ occurrat in n tangenti NT circuli. 
In triangulo mixtilineo MM^^n efl: Mm -^-mM^^MM'; proinde addito ijtrin- 
que arcu MA=z MN, fit Mm'+ m'M'+MN > M'N' : 

unde m'N >m*N\ Atqui, propter angulura 

refhim AT, m'n>m'N: ergo (a fortiori) m*n>m'N'; proinde punftum n tan- 
gentis NT efl: extra curvam NN\ 

n^. Sit n' punftum inter punfta ^ 6c N Sit n'm' fitus fili, quo extre- Fig.59. 
mum ejus efl: in n\ Agatur refta MN\ quae tangenti NT in n punfto occur- 
rat In triangulo mixtilineo mm'n' efl: MM' + m'n' > MN" , hoc efl: 
MN>MN*; atqui propter anguium reftum N eft Mn>MN: ergo a fortiori 
Mn>MN'; ideoque punftum n efl: extra curvam NN\ 

Circulus igitur centro M radio MN defcriptus & curva evolutione ge- 
nita NN' habent in N punfto tangentem conununem ; proindeque circulus liic 
•& curva NN' fefe invicem contingunt in JVT. . 

Porro autem circuius hic & curva NN' fefe invicem in N punfto ita con- 
tingunt, ut prior pofteriorem ofculetur, feu ut nullus alius circulus, curvam 
in N contingens, inter hanc curvam & priorem circulum transire poflit. 
lEtenim 

i^. Sit m' punftum quodvis curvae AMM* ultra punftum M fitum; ac fit Fig.59. 

M'N' fitus fili, quo curvam AfM'-in m' tangit, eodemque fitu filum in pun- 

fto R' occurrat circumferentiae radio MN defcriptae. In triangulo mixtilineo 

M'MII ett, M'M+MS'>M'R' ^^ r ^- ^ ^^r j- ,«> ^ 

feu M AT > M'i?' ' promde circumferentia centro Mradio MN de- 

fcripta cadit intra curvam NN'; & nulla circumferentia, radio minore quam 
MN defcripta , atque curvam in N contingens, cadit inter arcum curvae iv;^ 

P p & 



Digitized by 



Google 



2 



2()S 

& arcum circularem Nli\ Sit autem Nin radius major quam NM; atque filum 
per wi' transiens curvis MM\ Nn\ NR' iu M\ N\ R' punftif refpeftive occurrat 
Quoniam Mm + fw'iH ' > MlVt 

eft Nm+mM'> m'N': 

unde w'iV > fii'iV*; ideoque circulus centro m\ radio ni^AT defcriptus 

extra curvam NN' cadit. 
Fig-59- 2°. Sit m' punftum quodvis cuTVddjlM inter punfta j1 6c M fitum; fit rur- 

fus iW'iV' fitus fili, quo curvam MM' tangit; & hoc fitu filum occurrat in R' 
circumferentise NR\ & curvae-iViV' in iV* punfto, 

In triangulo mixtilineoiOf'/!' eft Mm'+M'r'> MR'> MN> MM'+MN'i 

unde M'/t' > m'n'; 

proinde circumferentia NR* cadit extra curvam NN' : & a fortiori nulla circum- 
ferentia curvam NN' contingens in i^, & radio majore quam MN defcripta, 
inter arcusiViNT', iVA^.transirepoteft. Sit autemiVw' radius minor quam JVMj 
& fit m'M'N' fitus fiii, quo per m' punftum transit. Quoniam 
Mtn+m'M' > MMt; addito utrinque arcu M'^^ eft 
Mm' + m'N' > MM'N' > MN: 
unde m'N' > m\N. Proinde circulus centro w' radio m'N de- 

fcriptus cadit intra curvam NN . 

Circumferentia igitur circuli, centro M, radio MiV defcripti, curvam ofcu- 
latur in N punfto. 

§. 198. Curva itaque jIMM' locus eft centrorum circulorum curvam ANN 
ofculantium. Si curva iViV' in aliquo punfto nullum habet radium curvaturae, 
ideo quod nullus fit radii liujus limes quod ad parvitatem; curvae MM', iViV^ 
hoc punfto fi^i invicem occurrunt : fi vero curva NN' in aliquo punfto nuUum 
habet radium curvaturae, ideo quod nullus fit radii hujus limes quod ad ma- 
gnitudinem; nullus etiam eft limes diftantiae, qua curvaMM'ab curva NN' re- 
movetur. Quando autem aliquis eft radii curvaturae limes quod ad parvitatem, 
curva MM curvae NN* non occurrit; & curva MM' intra limites quosdam con- 
tinetur, fi fimul aliquis eft radii curvaturae curvae NN' limes quod ad magni- 
tudinem. <;> 
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Sit Z centram circuli ejusdem cum cum SM cumtui^ in pun£lo JIT; ex Fig. 56. 
quo demittatur in axem SP reAa perpendicularis ZX» Data aequatione curv% 
SM^ determinatur etiam asquatio curvae, quae eft locus punftorum Z, per coor- 
dinatas SX^ ZX. Etenim fit 2Q ipfi MP perpendicularls. Erunt 

5Jr= 57^+ZQ=5P+i»Qtang.ZiKQ = x + gx— ^, 
Exemptum primum. Sit t/tf = rr — jfAr: -J? = — iL; 

dx^^ y yy y y^ " y^' 

, XX 

ZX ^^-y = y-y = o; 

&X' =jf— — XX =jx— x = o. Proinde pimfta Z ad punftum unicum redu- 
cuntur; quod confentit cum palmaria circumferentiae circuli proprietate. 
Exemplum fecundum. Sit y = Vizrx^xx) + rarc.fin.v.^ 

erit 



r 
dy _ y >2r^x 

&x X 

ddy _ r _ i 



X: 



dx^ jc y(2rx'Xx) 

ZX = — (rarc.fm.v.^ — r(2r;r.xx)) 

5X = 4r— X. 
Unde facile deducitur: cycloidis vulgaris evolutam pariter efle cycloidem vul- 
garem, eamque cum priore congruentem. 

Exmplumtertium. Sityy=2px: % = S.; ^^J^Jk^^PP. 
^ ^^ ^ Hi y' HT* yy y^ 

Pp » hinc 
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Hinc ZX^ ^, SX=ip + ^x. 
PP 

ZX? = yi=M!f!=8— =«8 \ ; p.ZX^=-i^(JiX.py. Parabofe 

igitur conicae evoluta & ipfa parabola eft aequatione pyy = jc^ determtnata. 

Contra determinatio curv« evolutione genit» requirit reftrficationem cur- 
vae evolutae. Et cum curvae, propofitae unica refpondeat evoluta : uni eidemque 
curvae refpondent innumerae curvae evolutione hujus genitae, quatenus variatur 
fili evolventis principium. 

§. 199. Quamdiu curva evoluta non habet punftum flexus contrarii, cur- 
va evolutione ejus genita continue verfus easdem partes progreditur. Quodli 
autem curva evoluta punftum aliquod flexus contrarii habet; dum filum abdu- 
citur a punftis curvae fenfu oppofito flexae, ftylus ad partes oppofitas regredi- 
tur: unde curva evolutione genita duobus conftat ramis, in punftx> regreflus in 
cufpidem cofuntibus, quorum uterque verius easdem partes ^^^^^^^ eft- 
Quare doftrina evolutioni^ curvarum apta eft ad dirimendam controverfiam de 
hoc curvarum genere inter mathcmaticos agitatam, & ab ill. Eulero in Com^ 
mentariis jicad. BeroL ad ana. 1749. folide enodataiD. Hic breviifime argumen'^ 
tum illud attingere fufficiet. 

Sit n numerus fraftus fpurius pofitivus , cujus denominator eft numeruap 

par. Sit ptf = 0x + ^x.x^; ita ut funftiones ^x, (px faftorem * non compre- 

hendant. Per hypothefin x non poteft efle negativa. 

Sint 
^'x = J+B'x+C'x^+D'x^+... 

(px ::^^+Bx+Cx^+Dx^+... 

Igitur , 

^y ^J+B'x+C'x^+D x^+...± iAx^+Bx^^i+Cx^z+Dxn^^...^ 

r^= B'+2C'x+'iD'x^+..+ (nAx^i+^n+i^Bx^+^n+z^Cx^i+in+^Dxl^^^Jy 
dx 

p^^ 2C' +z.2D'x+.+:{n.n^ijU^i+ n+i .nBx^-i+n + 2.n + iCx^ 

Pofito 
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Pofito »>2; ramus uterque ^JJJg^g eftverfus axem ad partes abfciflse 
x = o proximas, prouti C' eft numerus po^fy^J^^- Et ordinata abfciifae * -= o 
refpondens "'?3°'' eft ordinatis ipfi proximis utroque ramo terminatis, prouti 5' 
numerus eft "^^f^^ (pofito A pofitivo). 

Caput vicesimum. 
De problenMtihusy qua vocantur^ isoperimetrkis. 

§. 200. 
problemata, quibus caput hoc deftinatur, praecipuos tam vergentis fuperionX 
quam praefentis feculi mathematicos occuparunt; ic nonnulla eorum materiam 
ipfis (uggeffere provocationum, quibus vires fuas mutuo tentarunt Poft Joh. 
Bernoullium (ft) ceL Fontaine jam inde ab anno 1732. ad methodum ali- 
quam generalem problemata haec folvendi eniti allaboravit. (*). DI. Eulkrus 
eximium de illis anno 1744. edidit traftatum, infcriptum: Mthodus inueniendi 
tlneas curvas maxinti nrinimive proprietate gaudentes. Sagaciffimus de la Grange 
folutionem ipforum ad methodum univerfalem & mere analyticam reduxit, qu3e 
methodus variationum nominari confuevit. (r) Quamvis autem diverfi poft eum 
fcriptores methodum hanc tradiderint vel transcripferint; difficile tamen etiam- 
num mihi videtur principia ejus ita explanare, ut rigori mathematico affueti 
tirones nullibi haereant. 

Cum tamen argumentum hoc inter mathematicos celebre magni (it in 
mathefi, inprimis mixta, momenti; praecipuam faltem ejus partem diftmfte & 
accurate exponere, atque ad inftar ceteraruro calculi differentialis & integralis 
applicationum captui tironum accommodare conatus fum. Nec diffiteor, me, 
pro hujus fcopi ratione, argumentum illud eadem univerfalitate amplexum non 

Pp 3 effe, 

(a) Vid. Memoires de Parls ponr 1706. 
(fc) Vid. Memoires de Paris pour 1734. & Memoires prefentes d rAcademie de Parit 

par Mr. Fontatne. Paris 1764. 
(c) Memoires de Turin. T. IL 
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^fle, qua ab Eulero & os la Grange fuit pertraftatum. Veruntamen fatis 
me oftendKTe fpero, fieri poffe, ut ad fimplicia & folida methodi limitum prin- 
cipia reducatur. 

Expofitionem meam ita inftituam, ut fingularia primum evolvam proble- 
mata; tum a cafibus particularibus ad generaliores paulatim annitar. 

Fig,6o. §• ^oi. Probkma. Sint A fii A duo punfta pofitione data; fit etiam PM 

refta pofitione data; ac fint F, F* duo faftores magnitudine dati: quaeritur 
punftum M tale, ut FxAM+ f'x MA* fit omnium minimum. 

A punftis A, A in reftam MP demittantur perpendicula Aa^ A^a; &fint 
Aa=i b, Aa = b\ aaz=. a. Sint etiam AM = :;, AM:=zz\ oM^y, aM=y\ 

Quoniam Fz + F*z = ^ minimo; 

oportet, fit F^ + F^ =" o. 

^ =1.^ =^coLAMa 
Atqui zz = bb + yy dt; z dv dv 

av z av dv 

Quare F%:oL^Ma + F^^coLA^Ma = o. 
dt; dv 

Atqui y+y'(jsa) datur magnitudine. Igitur j| + -^ = °5 
& hinc FcoLAMa = F' coL A'Ma. 
Proinde fumma Fz+F^z eft omnium minima, quando FcoLAMasF^coLAMa. 

Exmptum. Sit F=F*: cafu igitur, quo z-\-z' eft omnium minima, fit 
cor.^ilfa = cof./f'iMo'; proinde AMa-AMa'\ & punfta A, M, At jacent in 
direftum. 

Corollarium. Per punfta data A, A agantur duae reftae AB, Ab\ pofitio- 
ne dataeifPparallelae: erit FcolMAB=F*colAMP , cafu, quo fumma FSi+F'z 
eft omnium minima. 
Fig.6i. §. aoa. Ducatur quaecunque refta, quae (v. gr.) fit reftis AB, Ab' per- 

pendicularis, atque ipfis in punftis B, B' occurrat. Dividatur BB' in partes 

qilot- 
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quotcunque aequales in punftis P, p\ p", p'\ p"' Per pfunfta divifioftma 

agantur totidem reftae ipfi BB' perpendiculares. Sint F, F^, F\ p\ F'\ . . . 
coefFicientes dati; & determinanda fint in perpendiculis iftis punfta JkT, m\ 

Ikfj nfy m" ita pofita, ut duftis reftis 

j^M, MM\ M^M", M"m'\ JS^M'\ . . . quae dicantur refpeftive 
z, z\ z\ z\ z''' . • . . fununa 

Fz+ F^z+P^z" + F"z'+ F'z''+ fit omnium minima. 

Ut huic conditioni fatisfiat, debet efle FcQi.MAB = F'co[.m'mP 

= F\olM"M'P^ 
= F\oi.2ifM'P'' 

= rco[.M''i^p" 



Pro vertice igitur quocunque Af, inter duos vertices 'm, M' pofito, erit 
/'^cof.il/^il/Pquantitas conftans. 

Sit S punftum aliquod in axe BB' (produfto v. gr.); & fint 
.F, F\ F\ F", F'\ . . . funftiones quaedam fimiles abfciffarum 
SP, SP\ SP\ SP\ SP\ . . . Lateruni figurae, feu axis BB' partium, numero 
manente eodem; pariter eft i^cof. J/'^/^ quantitas conftans. 

Proinde, aufto partium^axis numero , in curvaetiam, qu9e limeseft polygo- 
norum JMM'm"M"M'\ . . . quantitatis Fco(.m'MP limes erit quantitas aliqua 

conftans, quae dicatur C. Itaque F^ =C. Hinc ^i = ^; 

a^; dy C 

, /^dx\»_FF. /^dxy_ FF^CC ^ dy _ C 

^'^\dyJ '^CC' ^^^ CC ' dx rXFF^CCy 

Exiftente igitur X funftione quadam abfcifianmi jf , & defignante z arcum 
hujus curvse: fi fuerit -rr =^J & qiiaeratur curva, in quaZ«fit omniimi mlf 

„ima: eft g^oof.W^^; u«de | = ^^^^. 

Exewplum primum. Sit X= Vx: erit ^ = yJf^; V = ^'+^(^(^-0)- 
Sit f/=o, quando jc = r : erit **= o , y = V^ic{x^c)). ^quatio haec eft ad pa- 

rabo- 
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rabdam; & minimum hoc pertinet ad motum projeftilium terreftrium iu fpatio 
libero. 

Exmplumjeemdttm. Sit X=iJ-: fit — ^ = yrJL . 

Y'x Ax e-x 

Sf=st + y"(fX'Xx) — |*arc.fin.v.-^ ; aequationes cycloidis vulgaris. Sit * = o : 

d ^^ 

^ d* ~ °' ^®" tangens curvae fit axi parailela. 

Sity = o, quando * = *; tum <:' = o, & ^ = i; feu tangens fit axi per- 

dx 
pendicularis. Minimum hoc refertur ad defcenfum omnium celerrimum. 

5. 203. In §. 201. loco fummae Fz + F^z' proponatur fumma F)^-{-F'z'* , 
quae debeat efle omniimi minima. 

Erit eodem modo nFz^i^ + «/J^a'n-i— s o 

av dtr 

feu F»n-id?+ i>V«^-i4l = o: 

CiV dy 

unde F3n-icof.i|f^5 = i?'a'n-icof.^'JWP. 

Fiat eadem conftruaio, quae §. 202. In polygono AMM^latAfM" , in quo 

fumma -R5n+/?'a'n+i?^;s'ii+irVn+ . . . . eft omnium minima, eft 
Fz^iCQi.MAB = F'z'^^coIm'mP 
- rz^icomM'P 

= i^3Vlcof.^Af"i>' 
= iJ^Vn-ICof.^liW''/^ 



Quare pro vertice quolibet M, inter duos vertices 'M, m' pofito, eft 
i?'»n-i coLm'mP quantitas conftans. Sit pars quaelibet axis pp'= A* : erit etiam 



an-i 



F——^coi.MMP quantitas conftans. Unde, aufto partium numero, in curva, 
quae Iraies eft figurarum reftilmearum, quantitatis F'~^coi.lfitMP limes erit 



nes eft figurarum reftilmearum, quantitatis i 
quantitas conflans; feu •'^(3-)'*^ ^ eft quantitas conftans 



djf-/ dz 

Exempkm primum. Sit if quantitas conftans, & « = 2: erit r?.^ =r; 
dv djf d» 

proinde ■— ='> cui aequationi fatisfacit linea refta. Generatim, pofito ^con- 



dx ^^ 

r-J . T± = f; aequatio ad lineam reftam. 

E .ein • 



ftante, eft (y-J . J^ = f ; aequatio ad lineam reftam. 
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Exen^lum fectmdum Sit F ipfi x proportionalis. Erit ^v^t^) ' hI ^ ^* 

Cafu particulari, quo n « — 2, fit ^Cji) .^ « ^; quae eft aequatio curvae ge- 
nitricis folidi, quodrefiftentiam omnium minimam patitur a fluido, in quo juxta 
direftionem axi rotationis parallelam movetur. 

§. ao4- Loco fummae Fz^ + P^z'^ proponatur fumma Fpz + F^((fz\ qu» 

omnium minima efle debeat: pofitis (pz^ (pz fimilibus ipfarum z, z funfUoni- 

^ ' I d» ' 

di; 



bus, taUbus, ut ^« ^5;^, ideoque ^=1 i,z'^i inquibus 7ra&sTa'funt 
etiam funftiones ipfarum z &cz fimiles. ^ 

Erit eodem modo Fttz— + F^itz -— = o. 

av ov 

Igitur FttzcoLMAB = F\zqo{.A'MP. Unde eadem fafta con- 

ilruftione, quae §. 202, deducitur, quantitatemFTT^cof-M^^ilff^ene conftantem; 

^roinde in curva, quae limes eft figurae reftiiineae AMM'i^MLI^\ . . •, eft 

t^.F7f~co{M'MP, feu F.7r(^^% quantjtas conftans. Sit nempe 
Lx ^ axy cU 

^ == X^— : erit Z omnium minimum, quando ^'^Ct^^-^ ^^ quantitas 

conftans. 

*§. 205. Inveftigatio curvae maximi minimive proprietate praeditae paulo 
aliter inftitui potuiflet modo fequente; illi admodum analogo, qui §. 185. 186. 
traditur. 

Sit BB' axis magnitudine datus, in partes quotcunque aequales in 
P, P\ P\ P\ P''. . . punftis divifus. 

Agantur perpendicula BA, MP,\ M% M^^P^ M^^P^ «'^. 

quae dicantur «> y» y » y 9 V i y"' .. 

AM, MM\ M'm\ M^M^, 3fM'\. 

Zf Z f Z f Z ^ 2».. 

F^z + F*(pz + F"(pz + ^'"(pz^^+Flpz^. . 

I ff in IV 

^z^ (pz f <pz f ^z f (pz •• 

d^z d(pz' dpz" d^g*" d^zT 
lU' 'W dv ' du' dv •• 



&.reft3e 

quae dicantur 

Quaeritur fununa 

quae fit omnium minima; pofitis 

funftionibus fimilibus ipfius z tali- 
bus, ut exponentes differentiales 

fint refpeftive 



«r*d« ^^«d» ^^"dz 'dz ^ 'vdjs 

TfZ—^ TTZ —^ TTZ — , TTZ ^ ^ TfZ 

dz; dv dv dv dv 



Qq 



Erit 
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Erit ideo F-nz^ + FTrz ^+Fttz — + t7fz JL+Fttz :j- + . .• =fe o. 
di; ♦ dt; du dv du 

Hinc ^y-CF^TTZCo^MMP-FTFZComAB^ 
dv 

+ ^(F^7rzco{.M'll/tP-F'7rz'com'MP) 
dv 

+ ^fr7rz"co^.lirM"P''-F''7rzcoLM'M'P) 
dv 



dv 



=: O. 



+ 

Omnes quantitates mutabiles y^ y\ y\ y\ y^. . . fiant fimul conftantes, una 

exc^pta: ac proinde omnes exponentes differentiales J^\ ^, ^, ^.•. fimul 
*^ dy di; di; dt; 

evanefcant, unoexcepto. Erit, utprius, FttzcoIMAB = F*7rzcoiM*MP 

= rTTzcom^^M^p 
= FWcof./im>'' 

= i^Vj5*C0f.Jlf'itf-i^ 



Unde esedem, quae prius, fluunt confequentiae. 

Occurrunt quandoque cafus, quibus fatius efle videtur inveftigationem 
propofitam pofteriori modo aggredi; uti uno alterove exemplo oftendam. 

§. 206. Problema. Omnibus uti in §. 202. pofitis , quwritur figura 
BAMM'm\ . . A'B' , cujus area per perimetrum AMM^M^mH". . • A divila pra** 
beat quotum omnium maximum. s 

Pars quaelibet axis pp' dicatur h. 

T- •. -j • h(a+'iy+2y + 'iy + 2\j + ^y^+...+f^') _ wv,«v;«,^ 

Erit ideo - ^ . - , ? , — . , u . iv , ^ — h^ = maximo* 

z+z +z + z +z +z +... 



Hinc^ 
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Hinc a(,+V + ,' + .-+ V+...)(|+|:+|-'+t"+|-+-) 

«= (fl+2y+2y '+2y''+2y'"+ay'+ . . .) [^CcoLM'MP-coiMAE) 

+^(co(.m'm'p'-'CoLm'MP} 
av 

+^(coLm'm"p''-co^.M'm'p') 

+^"(cor.M"'M"p"-cof.M"iJf"p") 
di; 

+^cof.M-'M"p'-cof.M^5jrP'") 
+ -...- 

+ --..-} 

Omnes quantitates mutabiles fiant fimul conftatntes , una excepta : erit 

z+z' + t+z+z'+... ^ cof.M'MP-co(.MJB 
i+2y+2y'+2/+2y''+2y +... 

= cof.MMP— cofMMP 

= cof.M"Af"p''-cof.M'Af'p' 

s= cof. M'!5n"p" — cof. M^M^P" 



Quare pro vertice quolibet M duobus verticibus 'm, M* interjacente eft 

COf.M MP — Cof. M M P = — — r , ft, .,, u. 

iEquatw h^ec locum habet, quicunque fit numerus lateram figurae. Axis igi- 
tiH- BB^ dividatur in partes quotcunq^e ?fiquales , quarum quaelibet fit ax: erit 

ca£M'MP-cof. M'M'P_ z+z+ f+z+z-+... Q^,,e&prio. 
etiam —^ Ax(a+2y+2y+2y+2y+2y+.. .) 

ris quantitatis lunes aequalis eft limiti pofterioris: unde in curva, propofita 

Qq j maxi- 
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maximi proprietate praedita, eft (§. iga. Obf. 3.) ■~'-\ = — ( denotantibus P 

& 5 perimetrum & arcum figurae). Proinde iin curva propofita radius cxirva- 
turae eft conftansj ideoque haec curva eft circumferentia circuli. 

jflterum extmptum. Sit S punftum aliquod in -<^axe BB* produfto, per quod 
ducatur refta ipfi BB' perpendicularis; requiritur, ut centrum gravitatis peri- 
metri AMHiNCStM". . . . fit refpeftu hujus perpendicularis omnium maxime 
depreffum. 

Diftantiae SB, SP, SP, SP', SP\ SP\ .... vocentur refpeftive 

Eri. ideo »(^)+.K.W(''VW(yK.V-fO+. ■ ■ ^ ^,^,„„ 

Compendii caufa numerator &' denominator hujus fraftionis vocentur M & P 
refpeftive. 

Erit P((H-0^+(^+^')^+(^'+^'')~^ • . 

av &v av ^ av ^av 

='^fd;;+ar+dir+d;r + dir + --') 

feu P(^((H-Ocof.rAf^-(«+r')cof.p'iif.iii) -ffif(^^(cof.Fjlf^-cof.p VaO 

+^'((^+r')cof.p'iM'Af-(f'+Ocof.PV.M') +^'(cof.p'iif*iif.cof.pVilf') 

dv (XV 

+^VV)cof.pVAf'-(/+Ocof.pVi»f") ' +^(cofPVilf'-cof.pViI/'> 
. +^(*'+Ocof.pVV-(/+*'>of.pW) +^WFVV-cof.pVV) 

+ + - - - - - 

+ -------+ 

Omnes quantitates mutabiles y, y', y*, y" y". r • fiant fimul conftantes praeter 
unam: erit pro vertice quolibet M, cui refpondet abfcifla x, & qui vertices 
inter JKf» tt' jacet. 
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P ( (ajf-A*)cof.PM'M-(2JH-AJc) cor.P'M'M) =3 M(conPM'M-cor.P'M 'M) ; 

ideoque 
p^^^ cof.PM'M^conP'M'M _(..fPM'MWP-M'M))=:M^°f'PM'M^cof.P'M'M. 

unde & limites funt inter fe aequales , nempe 
ddy ddy 

n/' dj» . dy\ da:3 

W'' \dxJ 

Igitur aP.& =«CC+|) 

dy _ mC 

unde ^ ^g ,. 

Obfervatio. In duobus his exemplis maximi minimive proprietas intra li- 
mites datos continetur, atque ad partem tantum curvae inter punfta data-^& 
ji' comprehenfam pertirtet. Quoti fcilicet — , — , quatenus curva intra hos li- 
mites continetur, tanquam immmutati fpeftantur. 

§. ao7. Figura propofita, fivereftilinea, fivecurvilinea, referatur ad pun- 
ftum aliquod tanquam focum. Invefl:igatio maximi minimive eodem fere modo 
inftituitur. 

Problema. Sit S punftum pofitione datum; pofitione pariter dentur duo FIg.62* 
punfta -rf & -^*. Centro 5 radiis 5-/f, Sji' defcribantur circuli, qui reftas cui- 
cunque per S duftae in B 6l B^ occurrant. Centro S, radio quolibet SP inter 
SB, SB* medio, defcribatur circulus. Sint F, F* coefficientes magnitudine^ 
dati. In circumferentia radii SP aflignandum fit M punftum fic, ut fumma 
FxjiM+ F'y.AM fit omnium minima. 

Sint SA=a, SA^a\ SM^b, ASMz=y, ASM':=:y\ AM^Z, AMsz. 
Erit ideo Fx z + F^YsZ = minimo ; 



hinc ^^x^+i^X^' =:o. 
da Clv 



Qq 3 Atqui 
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Atqui*f = '^-s-fcony + bb 
zz = aa — iabcoi.y + bb 

^ = ^ = a£xn.SAM% 

dw a dv 

ideoque ,,„ .dw 

^ = J^ = ifm.5^.4'^. 

dv z- dw 

Quare F x o fin.5^^x !^ + -f' x 6 fin.5J(f// x $^ = o. 

dv dt' 

Sed y + y' = ^5^' = dato; ergo ^ + $^ = o, Proinde i?'^ aTm.SAM = 

dw du 

yx*fin.5ilf^'. 
F%.63. Refta B5' dividatur in partes quotcunque aequales in punJtis P, P, /»', 

F, P\ . . Centro^, radiis SP, SP\ SP\ SP\ SP". . . defcribantur circuli; 
ilnt F, K f^, F", F\ . . totidem cofefficientes dati. Ut fumroa 
Fxm + F* xMM' + F^x Mm' + F"x M^St + F^Y. M'M"+ , . . fit omnium 
minima, debet effe FXSACm.SAM = F'xSMfm.SMM' 

= JF^-XSMTm.SM^M' 
= f^x5M"fin..SJtf''jl/' 
* f ■V5«n.5M'i»f" 

Hiiic pro verticequoHbetJlf, duos inter 'M, M'pofito, eftFX^Afxfm.JMM' 
quaatitas coaftans. 

Ab foco 5 concipiatur afta 5Q ipfi MM perpendiculads: erit FxSCl qjian-' 
tttas coi^ksns. 

Quoniam FxSMXfm.SMM' efl quantitas conftans; limes etiam quantitatis 
hujus eft quantitas conftans: proinde, aufto partium numero, in curva, qu» 
limes eft figuK» reftiline» AMM'M"M'\ . . per M duflia tangente MT, in quam 
demittatur perpendiculum 5"^, eft FxSMfm.SMT= FxSQ^ quantitas con- 
ftans. 

Pofito igitur -5- = ^jc.--?, denotante ^ Jf funftionem aliquam diftantiae jFVIf: 
ax dx 

curvra» 
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curva, in qua Z eft minima, ea eft , ad quam (pjc x SM^v[i.SMTy feu ^x x 5Q 

eft quantitas conftans. 

SchoRum. Exemplum hoc refertur ad minimum quoddam, quodinmotu 

projeftilium circa centrum aliquod revolutorum locum habet Nempe quoties- 

cunque velocitas horum projeftilium eft funftio aliqua diftantiae eorum a centro 

revolutionis, quae dicatur f^; fafto — = ^— , eft Z in curva defcripta omnium 

dx dx 

minimum. Etenim ^x S^Q eft quantitas conftans per legem arearum a Kep- 
LERO deteftam, & a Newtono demonftratam. (Vid. Euleri Methodus inve^ 
mendi llneas curvas maximi minimive proprietate gaudentes. jidditamentum i.) 

§. 208. In exemplo pr?ecedente ponebam , radios veftores aequalibus dif^ 
ferentiis ctefcere. Inveftigatio ^^^ fit eodem modo, pofito angulos ad fo- 
cum aequalibus differentiis variare. 

Angulus conftans ^M dicatur a; & debeat efle Fz+Fz'+FV+FY'+FY^-... Rg.64. 

^^^;..rr> niaxima 
ommum^^^^. 

Hinc Pp + F'^ + F'^ + F'^+F^'^+ . . . = o. 
av dv di/ 0.1} du 

Radii SA, SM, SM\ SM", SM!", SM" , . . 
dicantur a, y, y', y\ y"'; y'" refpeftive. 

Quoniam 22 =aafin. =>«+(» -ocof.«)* fit — ra^^cof.^JILf 

dv dv 

z'z'^yy C\aM+(j,'.ff coUr ^=^co{.SM'M'^co£.(a+SM'M} 

*'b=yV'fin.»*+(y-y'cof.«)» ^=;^^eoSSM'M''^coLiiHSM'Jt') 

dv dtr dv ' 

2V=y'yTin.»«+(y":y'cof.«)» g:'=^cofJ>ir^'A"cof.(«+5-ilf-j|/') 
aaVyTin.».+(y'ly cofu.)» ^*^'^WA/*:^-^of.(«+Sa/':jlO 



unde 
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unde ^(_Fcot.SMJ^I!*coiOt+SM'M)) 
+ ^(Ii*co^.SM'M'-F'^i.(<i+SJH'M)) 
+ ^(F"co(.SM"M'—F''co(.ia+SM'M'')) 

+ ^(F^coLSM'"2it-^F''coi.(a+SM"M")) 

+ - - - ... - 
+ 

Omnes guantitates mutabiles ift y\ y"> y"» y"' • • fiant fimul conllantes, una 
excepta: erit pro vertice quolibet iT/, duobus 'm, J/' interjacente, 
Fcof.SM'JW = iP'cof.(*+SM'M) =. — F'cof.SlVlM'. 

Exemplum. Sit F^F^sF'^:^"^ F\..: erit i^-cof SM'M= — Fcor.SMM'; 
ideoque cof.SM'M = — cofSMM'; SMM'= 180*'— SM'M: proinde punChi 'M, 
"M, M' jacent in dire£^um ; & tota via AMM^M^lW . . . eft linea refla. 

Dividatur angulus jIFj^ in partes quotcunque invicem aequales, quarum 

quaevis dicatur Ax; & fit p' quantitas mutabilis ab x dependens, ita ut fit 
jfi jj, , Lx dF . A«a ddF . 

1 djc 1.2 djc* 

Erit -Fcof.SM'M = (i?'+^.^+^^^+. . .)cof.(a+SM'M;; 

1 djf 1.3 dx* 
unde 

F(cof.SM'M-cof.(«+SM'M)) = f^.4f+£l'.^+...Vof.(«+SM'M) 

^cof.SM'M.cof(«+SM'M) , /-df^Aj^ ddF^j^.d^^^.. Vof.(^4.SM'M). 

l^ xdjc 1.3 Ax^ 1.2.3 3^ "^ 

Quare & membronim «quationis hujus limites funt invicem aequalesj^nempe 

i^ J^ c= C Itaque res ad calculum integralem femper 



£x aequatione J- 



reducitur. 
= ~ deducitur ^ = ^ 



F dy nFF^CCyy) 



§. 209. 
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§. 209. Transeo ad exempla, quibus feftor \F eft funftio aliqua ordina- 
tarum. 

Pfobtema. Omnibus uti §. 202. ppfitis, quaeritur fumma 

»(«ty)+«(^)+2(y+^)+2(y+y ) +. • . = minuno* 

Erit ideo ^(«+a'+(«+y)cof.i?»M-Cy+^')cof.P'JH'ilf) ^'^^' 

av 

+ ^(«'+»'+f^')cof.i''iH '^-(y V^cof-P*^*') 

+ tf(»'+a"+(y'+y')cof.P''J»''iH'.-(yV)cof.P'JH"ill") 
dt; 

+ ^f!i+zW+9'') cof.P"iH"iH''-(y"+y") cof.p'ar"if" ) 
du ^ 

+ - - - ' - - 

. 4. . , - - - .. - 

/ Omnes quantitates mutabiles y, y', y', y', y"- . > fiant fimul conftantes, 
. tina excepta; erit pro vertice quolibet M, inter duos vertices 'JH, M' compre- 
henfo, ^(:i+2'+('y+y)cof.PM'M-(y+y')cof.P'M'M) = o. 

. , Ax dv . ^' ^dy A*3 d'^ , , 

Atqui y = y-TT^+T^d^^-ITIId^'*' • • • 

» =^+T-^+7T-d^+i-Xi'a3^+--- 

Igitur »+2'+2y(cof.PM'M-cof.P'M'M)-^ .^(cof.PM'M+cof.P'M'M) 

+^.^(cof.PM'M-cof.P'M'M) =0» 

' ~ I ■■' m- ■• « « « ** 

Proinde & limes femiffis hujus quantitatis eft zero; nempe 
45-«i£i-, -S.^ = o, feu d^ - y. 4^ =3 o: ideoque 

dy dy ddy 

5« _ « V ^£!i£! =! : a? = C: 5:? « — . Unde res ad calculum integralem 

^ » (I)' . ' S • ^ y «v^atur. 

RJ » 
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Sit nempe — = y—' funaio 2 fit omnium majdma, quando — ,= — . 
* djf d* QZ y 

Generatim. Sit 2((tifl+(j>y)4-2 '(<py+<py ')+«'% '+(?iy")+3'"((py"+(py'")+...=maximo. 

Erit -' r7rv(3+2') + C?»+cp*/)'cof. PM '/If— (<p?^+^//') cof.P '/11 'M^ 
dv 

4- ^ r7rv'(2'+3") + (<p^+<K/') cof. P 'iW 'M^C<py'+^y")co(.P"M "M' ) 
dy 

+ ^^('n^"(/+3'")+($</'+(py'>of./'"iIf"jlf'— ((py+(pylcof.P'':flf"if'') 

^'' :-'v, -' .. i:, ■ ^ rv. •>>. vi»-^ = o. 

d^ - . . . 

4- - - - - *" - • / 

+ - ^- - - ^ -: ^. .- ^ ,^ . 

Hinc pofitis omnTbus quantitatibus mutabilibus i/, y\ y, y\ tf, y*^. .. fimul 
conftantibus, praeter nn^m, fit pro vertice quolibet M, duobus 'M, M* inter- 
jacente, 7ry(z+z)+Q<py+<py)coLPM*M'—((py'Hy)coLP'M'M = o. 



Atqm ^, = <py---^y£ + i^i[^ \: yL* " 

I dx 1,2 dx^ 
Ergo 
^^(^')+ ^cof.PM'Mjof.P'M'M_ ^yg(cof.PM'M+cof.P'M'M> 

+ ^ ^(cof.PM'M-cof.P'M'M) 
1.2 d** 

Unde & limes ^Umidi» hujus quantitatis a o; nempe 

ddy 

d4y 



iia'/; 



o. 



^ 
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3» \d«^ 



tandemque <Py^ " ^' ^ d^ " ^' 

In curva igitur, ad quam eft ^ -^W. ^ eft omnium maxima, qjiando 

cU ^ C^ 

ds ^y* 

§. aio. Inveftigatio eodem modo inftituitur in curvis ad focum aliquem 
relatis. 

' Sint nempe y, y\ y, y\ y"> • • radU veaores, _4uos inter angulus con- 
ftans a comprehenditur ; & debeat effe 
zi^pa+q^y^+zXify+tpy^^ + zX^fy+tpy^^+zW+^K')^^^^^^^ = «^- 

dv ' ' • ■ , 

+ ^(7ry\z+zyH<py+<^'')co(.SM'M^(<fy+ni'ior.(<t+SM'^^^ 

dv ■ , • 

+ ^ (^^yXz+z^yH^Py^+m^^coLSM^M^^^py^+^^^coLCa+SM-M')) 
dv 

. +■■ .- 
+ - 

Unde pro quolibet vertice M, duos inter 'M, i>f' comprehenfo, eft 
TjyCs+a^^+CfpV+W^cof-SlWM— (<py+<py')cof.SM'M) = o. - 

Hinc A A 

^^y(«+%')+a(py(conSM'M-Cof.(*+SM'M)-^*.7Ty^<iof.SM'M+cof.(«t+SM'M ^ 

A*»d»(j>y. \ 

i.a dx* 

• •: . < .■'■.; -i^ • .' 

Rr a Ideo- 
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Ideoque etiam 

ea O. 

1.* djc»^ ■' 

Ideo & limes quantitatis hujus eft zero. 

Atqui Km. cof.SM'M-cof.(^-|:SM'M) ^ ^^^ ^ y<^°~Bj^ 

Va/ 

feu :Ti^^ + <py ^^-^ = o 

'"y^ + <9y — TdKi — «o -^ 

dx ^d«y 

Unde ^y£ ^ c, & £ = y^ « fm.FJHr. 

Haftenus difta pertinent ad methodum JJsSfi!^ abfolutam; feu eam, 
'^ mmimorum 

in qua curvis aut figuris propofitis nulla proprietas communis tribuitur. Transeo 
ad exempla, quibus non inter omnes abfolute figuras vel curvas, fed eas inter, 
qu3e data quadam proprietate communi gaudeant, quseritur figura vel cunra, 
mfiS Pi^oprietate aKqua praedita. 

Fig.65. §• 211. Probkma. Sint A, A duo pun6la pofitione data, relata ad re- 

• ftam BB' per demiffa in eam perpendicula AB, AB\ Axi BB\ in trcs partes 

aequales divifo in punftis Py P\ perpendiculares in his punftis conftituantur 

reft» PMy PM\ Quaeruntur earum punfta M & Ht: ut fumma reftanmi 

Am, MM\ u!A detur magnitudine; & fpatium BAMM'B'A fit onmium ma-- 

xiiuum. 

Sint 
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M'Azxz\ 

., 2 + »'+«'' = dato ^^^ «+«'+»*= dato 
Ent ideo ^^^^y^^y^+a') = maximo y -^- V = maximo. 

-,. dx , d« , da _ ^ 

^ + ^' =o. 
dt; dt/ 

Atqui ^ = ^cof.M^B 

^'= r^-.^>of.M'MP 
dy Vdt; dv-' 

'4i = -.^'cof.^'M*P'. 
dt; dv 

Proinde $(cof.M^— cof.M'jtfP)+^(cof.Jlf'ilfP-cof.^'iM'p') = o 

CU; Clf/ 

'/ + 3^ = - 
Hinc cof.M^— cof.M^ATP = cof.M^iJfP— cof.^'jkr'p'. 

Dividatur axis BB' in partes quotcunque aequales, quarum quaevis dica- Fig.6i. 
tur Ax, in P, P*, P", P", P'\ . . punftis; ex quibus agantur reftae ipfi BB^ 
perpendiculares. Summa «+2'+ «"+«'"+ z^+ , . . magnitudlne data; maxi- 
ma eft fununa Ajf(fl + 2y + ay'+2/+^/+V'^+ . . .)» quando 
cof.Ar4B— cof.M'ikfP = cof.M'ikrP— cof.Ar'!M'p' 

« Gof.ikriJf 'p-il^ilTp" 
=a cof.M"'ikfV — cof.ilfiMV 



Pro quolibet igitur vertice M, duos inter 'M, M* pofito, eft cof.M'M'P— cof.M ]\TP 

quantitas conftans, manente O^x eadem; proinde & cof — MMF ^ pariter- 

_ddy 
que limes ejus, lioc eft (§. 193. OA/T 3.), -j^-f eft quantitas conftans. Quare 

Rr 3 inter 
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inter curvas, data perimetro terminatas, ea maximam comprehendit aream, 
cujus radius curvaturae eft datae magnitudinis; ac proinde curva haec 6ft cir- 
cumferentia circuli , uti methodo mere ^ elementari demonftrari poteft. > 

^ . da:» I n. dx' 6x^ ^y i ,. I C* + u 

Quoniam ^ = 1;= ^^ ~(g'" ""^* C ' ^""^ ^'c' 

cU C 

Hincdeducitur | = ^■(cc-+ +y)^) > " = C^-^r^CCC^iC+yyy: unde 

CC=2(C"— x)^+(C— y)^, qu3e eft etiam aequatio circumferentiae circuli. 

§. 212. Problema. Perimetro -4AfAr'-4' magnitudine data; requiritur, ut 
folidum gyratione figurae BAMM'a'b' circa axem BS' genitum fit omnium 
maximmn. 
Erit ideo z + z + z" = dato 

b(^{aa+ay+yy)+(yy+yy+yy)+(yy+yW+a'a)) =: maximo 

feu 



Hinc 



z + z' + z 


=s dato 


iy+^yy+yy'+2yy+ya 


= maxhno. 


dz dz' dz" 
dt; ■*■ di; "^ dv 


= 



feu 



= o 



= o. 



^(co(.MJB^coLia'MP) 

dv 

+ ^Xcco(.M'MP^co(.J'M'P') 
di; 

& |(*f4y+y')+§W'-H»') 

n cof.M^B-cof.M'jWP co^M'MP-'Co(.a'm'p' 
Quare , = — i— - t . 

«+4y+y y+4y+« 

Dividatur axis BB' in partes quotcunque aequales in P, P, P", P", P".,, 
punftis: erit pro dato partium numero, & pro vertice quolibet M, duos iater 

'M, M' comprehenfo, co^'^^^^^'^^'^^ quantitas conftans; proinde & 

quan- 
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-quantitas co^^^^MP cof.MMP ^ pariterque ejus limes eft quantitas conftans. 

ddy 

Atqui limes hic eft 77^3^^' ^ ^"^ ^^^^ longitudine data, quae circa 



My 



axem BB' rotata maximuin generaLfbliamn, eft 73^>^~ quaedam quantitas 

conftans; feu reftangulum fub refta axi huic ordinatim applicata & fub, radio 
curvaturae femper eil idem. 



df^y _dy ^ ddy 

da;» 12.^ da:'da:» 

Sit — ^x- = ^:erit 



2^ 



(^H^y !/ CC 



/'diNS 



do; 

"cc 



hinc ^ = £^^.^=fi„.p^7. 
dx 



Unde res ad calculum integralem reducitur. 

Scholium. Curva problemate hoc determinata dicitur elaftica. 
. §. ^13. Gtntvatim Sit :5+;i'-f2"+a"+ar*'+. , . mflgRitUdiae data; 
& fumma (cpo+tp^^+Ccpr^^PyHC^^+W^^ + C^^^+^P/^ . . 
feu fumma (py + (py' + ^V + ^Py"" + ?y*'+. • . debeat efle omnium maxima. 



T^ .^ ds , d:^ , d« I di^ . d^ , 
Ent — + T— + T- + T~"+ j — |-... = o 
di; 3y di; d^ Av 



7ry 



f +'^+'»1 +'*t'+^"i^'+ • • • = - 



Unde ^ico^.PMjl-colP'M'M) 



dt; 



dt/ 

+ ^Vcof.P^JIf^^ilif-cof.rJ»'"^!?'^^ 
dt/ 

+ df^(cof.riIf^ilf -cof.i^*JW"'iIf") 
dt; 



s= o. 



Omnes 
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Omnes quantitates mutabUes y, y\ y\ y", y". , . fiant fimul' conftantes, praeter 
duas. Erit cof-PMA^cof.P'M'jVI ^ cof.P^M^M-cof.PWM' 

_. cofPWM'— cofP-^M^M" 

, — . 

•ny 

^ conp-M^M^-cofP"'^"'^' 



Hinc pro vertice quolibet M, duobus 'M, M' interjacente, ell 

cofPM*M-coCP'M'M . ^ . 

quantitas conltans, a quantitate i^jv pendens; prQinde&; 

_ddy 
niianHmc COf PM'M— COf P M'M .^ ,. . 6^ 

quantitas _ _i pariterque limes ejus, nempe -^ — r— eft 

quantitas conftans C "^ 

dy ddy 

ideoque gj = C+C^; feu 4ff = C*+ % ==; rm.PMT. Unde res ad calcuhiia 

integralem reducitur, 

In curva igitur, cujus perimeter magnitudine datur, fi fuerit ^ = ?y; 

uX 

fimftio Z fit omnium maxima, quando radius curvaturae eft in ratione inverlk 
quantitatis 7rt/ feu ^ , feu quando {in.PMT:=^ ^ = C'+C(py. 

§. 314. Omnibus uti §. 211. pofitis, requiritur, ut momentum figuras 
BJIUM Ab* refpeftu lineae DD' ipfi BB' perpendicularis fit omnium maximum. 
^^66. sint AD, Jd\ mq^, JH'Q ipfi £)/?' perpendiculares. 

Lemma. Momentum trapezii BAMP refpeftu reftae DD\ lateribus ejus^5, 
JifPparallelae, proportionale eft fummae (ABC2AD+Mq)-\-MPQ2MQ,+AD)) BR 

Sint AD = b, A'D' = b',MQi^t, JH'Q' = e'.\ 

Igitur « + 2' + «' = dato 

Kib+ey+y^jit^-b^+yc^e+c^^Jty^ic+t^^y^^v+b^^k-aifib^+t) = maximo, 

feu r(6+4f+f')+y'(f+4*'+*') = max. 

Hinc 



Digitized by 



Google 



3*1 

Hinc &cof.PMA— cof.P'M'M) + ^(cof.P^MlW— cof3A'M') = • . 

^C* 4-4^ + + ^V+V+6') « o. 

,, , cof.PMA~cof.P'M'M cof.P'M'M— cof.B'A'M' 

Ideoque 7- — -, -= — ^7-71 • ., 

b+^+t c+/^+b ♦* 

Hinc axe BB* divifo in partes quotcunque aequales, quarum quaelibet fit K&6r. 

6x; & pofita SP=sx:> erit pro vertice quolibet M, duos inter 'M, M' fito, 

cgf.Plvm-cof.P'M'M m^ ^^ ^^^^- cof.PM'M-cof.P'M'M ^ 

6xAx ^ ' ^ xAx ■■ 

atque e]us limes eft qusedam conftans, nempe -TdiTs = ^- ^^ promde diffi- 

cultas curvam propofitam determihandi pendet ab imperfeftione <:alculi Inte- 
graJls. 

Eadem difficultas fe ofFert: fi, data perimetro, fuerit -r- = Fx x (py; & 

debeat efle Z omnium maxima. Erit enim — -1—3 — =2 C, feu 

*'^(£) '* 

^^— l^zrCFxTTf^, cujus integratio in terminis finitis defideratur. 
^dx) 

§.215. Quodfi figurse, five reftilineae, five curvilineae, ad punftum ali- 
quod referuntur; modus procedendi non erit multum diverfus. 

Sit ^focus, ad quem figura refertur per radios veftores SA, SM, SM\ Fig.64« 
4SJI/, S]\f. . . Data perimetro. AMM^M^m" • . . figtira SAMM^M^M" . . . 4e- 
beat efle omnium maxima. Sint ahguli ASMf. MSM\ M*SM\ M^sM^ . . 
invicem ?equales , qui dicantur a. 
Erit » + a;' + «" + 2" + »'*'-f- - • • = dato 
fin.(*(/y+yy*+ry+yy"+yyV. . . = maxuno. 

' S s fe4 
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feu ^(caLSM^-JCoLia-^SM^JH)) 

+ $L'(cof.yiH'Jf-cof.(«-fSiM*JH'» 

. • o 

+ ^(cof.5;if"jH'-cof.(«+5JH'"^')) 

+ $fccof.iH"Jlf''-cof.(*+5JW"JH*)) 

Item |(«+^H|^(yty')+|V-^')+fW)+...-o ■ 

Omnibus igitur quantitatibus mutabilibus y, y*, y\ y", y*^ . . praeter duisi 
jofitis conftaotibus, fit cof-SJHA^oUc^SJIfM) ^ cofSJir.M^cof,C<^^M'JH') 

^ ' «+y y+y 

cof.SM"Af '- cof.(«-W«;^ 

y+y 

cof.5Af "JJf - cof.(a+5JIf "Jtf") 

^ V-. — ■ — * 

y+y 

Quare pro vertice quovis M^ duos inter *M, M' jacente , fit 
^of.^MM'-coqAx+.SM'M) ^^^^^ ^^^^^. p^^^^^ ^ u^^ quantitatis 

1, • / , a a ^^(a£)'-y^ t . ^ . , 

hujus duplae conltans eft, nempe - ^ ' 3 = -^ ; cui aequatiom fa- 



tisfacit circumferentia circuli (§. 196.). 

§. 216. Generatim fit « + «' + »* + »" + »"+... =s dato 

. , fy +<Py' + «p/ + <^'+9!f"+ . • . = maximo. 
p..^ cof.SMM--cof.(a+S'MM) ^ ^ ^ jj^^ ^„^„3 quantitatis, nempc 

AX.TTff 

Proinde radius curvaturae «ft in ratione diiefta radil veftoris, & inverfa fuii- 
Aionis Tiy. , S". ^T- 
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$. 317^ Cum referatur ftd aliquem axem per coofJCiMtas reftUiaeas; Ae 
proponantur duae aequationes 

«/>- + »'/^'-l:«'/?y'+a'^''+*"'i^"+. . . = dato 
^ + «y* + ^y" + ^" + ^" + . . . = 4naxim«. 

Pofito^^=ySK^, 

djc dw 

erit ^(a/y+i!ycof.Pifiif--Fycof;p'Jlf'^) rig.ku 

+ $^'c»>'+i?y'cof.p'Af'jir-*/iy'cof.i''jH'j»') 

+ ^"(a7y-+/fy-cof./rH-ilfWycof./»"'Jf"'iK") 

+ - 

Et fimul ^.iry + ^.^jry^+^.^rry+^.-rry + .. . a a 
dff d» du "^ dv 

Hinc fit ^/y+^cof-PM'M~Fy'P'M^ ^ ^ 

^ "^ "^ 1 I.» djc* 1.2.3 dJ»' 

.£^i^(cof.PM'M-cof.P'M'M)-/y^cof.P'M'M-^ ^cof.P'M'M^ ... 

Quare ■ — -* .— ^ ' = C 

, "^y 
Quare & limes hujus quantitatis eft quantitas conftans: unde fit 
4d2r 

ix . 

p ai ^i^ « fia.POT. Unde res ad calculum in- 

d« iy tegraleifi redit. • 

Ss » Sit 
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Sit nempe J? fundfio aliqua communis ejusmodi, ut ^ = 5^^> 

( et fit 2l alia quaedam iimftio talis, nt -j— «= ^ : 

Funftio Z' fit omniura maxima , quando -r^ = » ^^ > 

Exemphm primum^ Superficies folidi rotatione curvae alifujus circa axem 
" BB*^ geniti detur magnitudine; & area curvae genitricis debeatefle omnium 
raaxima. 

dZ^ ^ d2 

Erit ^* , **■* : hinc — ^' ^^-^ ; quae eft sequatio ad lineam reaam 

^ =y ^ ^ cafu, quoC' = o. 

dx 

Exempkm feeundum. Superficies folidi rotatiohe curvae alicujus circa axem 
BB' geniti detur magnitudine"; & capacitas folidi debeat efle omnium maximia. 

dZ _ d2 ^ 
Erit ^* , dx , dx _ Cyy±C . ^ ^^ aequatio ad circumferentiam cir- 

dZ^ = ^ ^ cuK cafu, quoC' =:o. 

djf , 

§. 218- Problema. Inter figuras ejusdem perimetri eam detennina*e, 
cujus centrum gravitatis fit omniuta maxime deprelTum refpeau alicujus reftae 
axi ejus perpendicularis. 

Itaque el^ a + »' -f a' + »" -^ *"^r . . . = dato 

^M_ a{ih^.eytij(b^-^^-^y\^Xc^^'M *)-Wi (W-^f)^Xt'W + - - «majc. 
S a + 2tf + ay' + 2/ + 2/ + 2^."+ • • • • 

Unde ^+'^' + ^"+^"+$"'+.... = 
dt; dv dv dv dv 

Hinc 
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Hinc $.(cof.P»^-Cof.P'JB'JSf) 

aP 



dv 



+ ^(cof.P"M"Jlt~coLP''M'My 



dtf 



+ &cof.i^if"'Af -eof.P^JH"'^) 



di; 



, .^ 'cof.PM'M— cof.P'M'M ^ ■ 

cof;PM'M-^cof.P'M'M —^ 

pariterque lim. ^x = Cj feu -g^ = C(5jt-ilO: 

6(jc+4*+*')-6M (a^) 

unde ^ => C(i5;fpc-ilfx-C'). , , 

Hoc exemplo ad curvam translato, "^jr=jL'djr~'^' T"~^' ^^ 
fita Z magnitudine data, — fit omnium maxima , quando .^ ^ =C.- 
Eodem modo traftari poffunt aliae formulaaf, quibie fit-^ == ihaxima , 

pofitis^"* • ^^^ imperfefta calculi integralis conditio obftat, quo- 

= ^y * minus inde poflit determinatio curvae deduci. 

§. riiQ. Problema. Magnitudine detur perimeter AMM'l^'^f . . . .; fed Fig»6i. 
centrum gravitatis ejus refpeftu alicujus reft» axi BB' perpendicufaris debeat 
efle omnium maxime depreflum. 

Eft ideo z + «' + z + ^" + ^"^ 4; • • • = dato 

<H0+^'(^+^');4"^V'+^'^)+^V*+^")+ • • • = maximo. 

Hmc — + — + — + -j- + -= f.... = o 

&v &u av av av ^ 

yLi -\d^ , /., \dz , , i.viudjs , f •; ■•vd^^ . ' _ 

(H0^+(.+O^- +J+i V+('+' >57 +•••• = ** 

Ss 3 dy 
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^(cof.PM^-cof.pVilf) ^((.b+e^ooftPMA-ie+c^coLyAiMy 

+^coLF'M'M-cor.p'M'M') +^((^H'>cof.i»WW-(*'-K';cof./^iM*JW> 

+^''(cof-P'-MV-cof.PVili"f =«; +^((*V)cof.pVilf -(/4^')cof.^V4i')"== o, 
+^(cof.i»Wcof.i»VV) +^VV)cof,fW-(/x/>cof.>Vif'^ 



Omnes quantitates mutabUes 9, y\ y', y\ y". . . fiant fimul conftantes, 
duabus exceptis: erit pro vertice quolibetM, duos inter 'M, M'fito, 

cof.PM'M-cof.P'M'M ^v. ^ . 

(W:c)cof.PM'M-(^^>:oGPM'M ^'^«"^tasconftansab Ax pendens; feu 

cof.PM'M>-cof.P'M'M 

3<cof.PM'M-cof.P'M'M)-A;r(cof.PM'M+cof.P'M'i!> ^^ "^"^^^ *^"^°* = 
cof.PM'M--cof.P'M'M 

^*°"''^' ^cof.PM-M^of.P'Mja_^^^fpj^.j^^^p.— ^- ^ 

unde & ]imes hujus quantitatis, aeinpe 




a» c 



JIoc 
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Hoc exemplo ad cumm tiaaslato, eft ,_, . 

cU dx ' 
et pofita 2 magnitudine data, Z' fit omnium maxinla, quandb $^ » _£!.. 
Exemplum Iioc refertur ad curvam tattnariam di£lam. 

§. 220. Exempla haftenus propofita fiifiiciunt» ut tirones videant, ^uo^ 
modo quaeftiones illis fimiles, quae evolutae fuerunt, ad principia limifum pof* 
fint reduci; & ut intelligant, aiethodos a mathematicis huic quaeftionum ge- 
neri folvendo applicatas fpeftari debere tanquam compendia, folutioni brevius 
confequendae apta. Quoniam autem methodi hae admodum funt g<enerales & 
iis quoque funftionibus applicantur, qu« exponentes differentiales altiorum or- 
dinum mvolvunt; quaedam adhuc exempla fiicillima explicabo, quae fecundi al- 
tiorumve ordinum exponentes attingunt. 

^^^ ^ ^(^y* * *i^^^^ f^^o ^ talis, ut fit omnium maxima. 
Quoniam ^ - Hm.^; , 

fiat Z' = ('y-2y +y> Erit ^ = «(y-2y ty") (P'^^ + ^) 

w \(\v ^v dvy 

+ (y-2yV)* + «Cy-ay V)f^-2^'+-^i^ 

^at; dv dv J 

+ - - - . + 

Hinc omnibus quantitatibus mutabifibus y, y, y', y", /, y'\ . . faftis fimul 
conftantibus, unaexcepta; fit pro quantitate quacunque mutabili y,inter quan- 
:liiates y, y* media , (V-att^')""' - «(y-iiy^+y^j^-HCy^.ay+yT"* = o, . 

• Fiaril 
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Fiant (>— 2y +y')'»-» = 'Q - < 

(y--2y'+/H = Q- e^* ^"Q =0; unde -^-=0, & quanthatis hujus 

(y^-iy+yy-^^^ Q' 

limes, nempe ^ = 0: unde P = CN-i: Q=C'N-i+rK-ix = r?^^-y'*. ^ 
^, = (C'N+CN-ix)*^j ^ = r +^'(C'N+CN-Ijc)'^ 



I» 2lfTl 



Proinde pofito ^- = Ca^T* ^' '^ omnium maximum, fi fuerit 






Eodem modo, fi fit ^ = f^V i erit 

Unde lex manifefta efl: pro quolibet exponente differentiall 



Caput vicesimum primum. 

Delineatio fucwidta appUcatimiis calctdli differentialis et intigtalis 

ad phyficanL 

§• 221. 

I-jucusque nonnifi objefta ad mathefin puram fpeftantia traftavL Quare ab 
rigore demonftrandi , quem ea admittit atque exigit, defleftere non debui. 
Speciatim non licuit figuras'curvilineas confiderare tanquam reftilineas, qui- 
cunque harum fit numerus laterum; nec folida fuperfibiebus curvis terminata 
tanquam polyhedra , utcunque magno hedrarum numero contineahtur. Univer- 
fim ab iMgnitudinibus limitum capacibus ad Ipfos hos limites transire non li- 
cuiU nifi quoad tranfitus hic propofitionibus eum firmantibus muniebatur; cuja»- 
modi tum paflim, tum Capite praefertim primo ftabilire annixus fum. 
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§. aaa. Rigorem htiiic in mathefi pura omnhio fleceffarium, atque unum 
ex propriis ipfius charaft6ribus cottftituentem , applicationes ejus ad objefta , 
quorum cognitio ab fenfuum teftimonip pendet (five ad artes pertineant, five 
ad fcientias), non folum non exigunt; fed & affe6bitionem illius ut fupervaca- 
neam, quin faepe noxiam refpuuHt. (a) Certitudo mathematica ab conftitutione 
organorum noftrorum independens debet effe abfoluta : cognitioni noflrae phy- 
ficae, ab indole fenfuum tioftrorum pendenti, femper aliquid labis adhaerebit ab 
imperfeftione organorum noftrorum, utcunque exerbitatorum , & quacimque 
arte adjutorum. Translationem abftra6lionum mathematicarum ad fcientias 
phyficas harum progreffui officere poffe experientia teftatur : qiiod comproban- 
tium exemplorum pauca exftantiora recenfebo.. 

Quoad objeftorum tantum terreftrium & lunae diftantiae ad indagandam 
velocitatem lucis fuppet^bantj determinari haud potuit tempus, quo lux da- 
tum fpatium emetitur. Unde judicio praecipiti illatum fiiit, lucem fpatio cui- 
cunque €metiendo nuUum impendere tempus; velocitas ejus pronunciata fuit 
infmita: explicationes fafti hujus nulio vellicati dubio traditae fuerunt; quibus 
etiamnum adftipulaturieffemus, nifi obfeTvationes incorporibus longe remotio- 
ribus inftitutae falfum effe, quod explicandum fumebatur, docuiffent. 

Ex apparente direftionum gravium parum invicem diftantium parallelismo 
fiiperficies telluris diu plana fuit judicata : ad rotunditatem terrae ftabiliendam 
alius generis obfervationibus opus fuit, quae philofophorum oculos ferius demum 
perculerunt 

Ex fenfibili ponderum c6rpQrum ad diftantias parum diverfas a fuperficie 
telluris aequaUtate diu inferri confuevit aequalitas aftionis caufee gravitatis: 
donec phyfica exaftior teflimonii fenfuum aeftimatione accuratiori & difcuffione 
phaenomenorum immediate iliis liaud obviorum opinionem lianc delevit 

Alia 

(a) Animadverfiones in appUcationem mathefeos ad phyficam Capite hoc tradit», pariter 

ac deduftiones expofitae Capite XII. Difiertationis meae : Expojition des prindpu 

des calculs fuperieurs, conformes fnpt doftrinis, quas ex ore Dni. LsSage haufi, 

quo tempore ftudia mea pfailofophica & mathematica affeftu paternp regebat Vid. DiiT. 

. ck» Nota p. 2X0. 

T t 
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Alia afferre poffem exempla erroram, in quos praecipites ab phaenomenis 
ad caufas ipforum conclufiones induxerunt; & qui ab fimili judicii praecipitan- 
tiaicavere monent. 

§. 223. Per totum hunc libram oftenfa infinite parvorum, qu» vocantur, 
mathematicoram inutilitate; •& quibusdam locis, repugnantia conceptus ipfo- 
ram: diverfam ab ea,. quod ad objefta phyfica, fententiam cum Dno. LeSage 
prbfiteor. In fcientiis ad haec applicatis pro nihilo habemus , quod fenfus no- 
ftros quacunque adjutos arte effugit : & explicatio phaenomenoram naturae , 
conformitatem eoram non rigorofam quidem cum legibus arbitrariis inde dedu- 
ftis , fed eousque accuratam , quousque obfervationum noftrarum aTt^iRucL per- 
tmgit^ oftendens, hoc refpeftu fatisfecere propofito cenfenda eft. (6) 

§. 224. Principio hoc admiffo, Dn. Le Sage omnino convellit objeftiones 
mechanicae phaenomeni naturae.latiffime patentis, gravitatis univerfalis, expli- 
cationi adverfas; adhibitis (juxta analyfin aeque ingeniofam ac folidam) eor^ 

pufcu^ 

(Jb) Qqo tempore infinite parva tanqQam bafis neceflaria calcQloram roperiorum fpe6taban- 
tur: Dn. Lr Sage nfQm eonim in mathefi pnra ab contradiftionibQs, qQas impli- 
cat» toeri fatagebat concepta feqnenti: qnem deinde ad eam nonnifi fenfo indi^ 
refto vel devio & explicatu prolixo applicari pofle agnovit ; ac qoem ipfiasmet ver* 
bis» i^Jalii 1786. ad me perfcriptis, ati in Diflertatione mea priore pag. aii. ex- 
ponam : 

,, Mon bat dans cette ancienne recherche etoit d^alTigQer one bonne fois aax infi- 
,,niment petits de toat genre & de tont ordre one conftitationy qai me permit en- 
,,faite & toajoars de les traiter bardiment comme des qaantit^s determin^es, finies, 
,» mais negligibles ; & qoi fat applicable aax etres r^els • comme aax etres hypothe- 
99 tiqaes. 

f, Poar cet effet je fabftitaai aax qaantit^s moindges qu^aacane afilgnee , & k cet 
„Ies qu*on poarroit pretendre etre moindres qu'aacane afiSgnable, des quantitda moin- 
jy dres qa*aacane ; qa*on alfignera r^ellement jamais ; oo platot des parcelles , qu^on 
9)peat negliger relativement k lear tout, fans aucune errear qui devienne jamais r^el- 
yylement fenfible. 

,,Effe^vement de telles qaantit^s font vraiment determine'es\ paisqae toote ap« 

„plication, qa'on fera r^ellement jamais , de qaelque propofition que ce foit> eft de* 

^termin^e en foi, quoiqae aftuellement tnconnne: vu que toQs les futurs cootingens 

; ^fout determin^Sy n*y eut-il meme aucun etre ^i les previti ni aucun hexus entre 

syCfs futurs-li & le prefent. 
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pufiulif^ quct intervatlis relate ad dimen/iones ipforum admodum magnis inVieem diftent^ 
& quaquaverfus (r) feeundum lineas re&as teleritate prcegrandi moveantur. 

Dn. Le Sage aftionis fluidi hujus confequentias mathematicas accurate 
evolvit, & confenfum earum cum phaenomenis gravitatis oftendit. Meditatio- 
nes ipfius de arduo hoc phyficae geaeralis objefto minus adhuc notae funt Stu-» 
dio, qua poffunt, perfeftione redaftas puWico exponendi, fcripta fua divulgare 
non feftinavit: nec nifi primas fyftematis fui lineas in Differtatione infcripta 
EJfai de chymie mecanique, quam Academia Rhotomagenfis anno 1758. praemio 
ornavit, ac nuper in Luentio Niwtonicmoj Conunentariis Academiae Berolinenfis 
anni 1782. inferto, expofuit. Ambitus ejus opera nonnuUorum ipfius amico- 
rum quodammodo innotuit: quos inter Dni. De Luc in variis fuis fcriptis, iijs 
nominatim, quae fub titulo: Idies fur ta Meteorologie , Lettres a ta Reine d^Angte- 
terrtf Lettres a Mr. de la Metherie, edidit; & Dni.PREVOST in libro infcripto 
Origine des forces magnetiques. (d) Grato in agnatum hunc pie devenerandum , 
cujus curse quicquid in me eft doftrinae debeo, affeftu motus, cum feptennia 
abhinc ex Polonia reverterer, fummopere optavi exiguum ejus documentum 
ipfi exliibere opera mea quaUcunque ad manufcriptorum ipfius multipUcium edi- 
ditionem promovendam. Quo jucundior milii fuit, quam diuanimo fovi, fpes 
hoc voto potiundi, eo magis irritam ab me conceptam fuiffe dolui. 

Tt 2 §. 225. 

(c) Hsec quoque expreffio pbylice eft intelligenda. Qood innuo difficultatis foivendae 
gratia, nuper ab illuftri Mathematicomotae, & uberius ab Dno. Wilcrens expofitae, 
conira pag, 71 fq. Differtationis : EJJai de chymie meccmique', ubi difpofitiones qna- 
dratiformes punftorum in fuperficie fphaerae rlgorofo fenfu mathematico accipi non de- 
bent* Qui primus naevum doftrinae Elementorum Euclidis de angulis folidis animad- 
vertit geomctra (Jlijt. de VAcad. royal. des Sc. 1756. Bermanni CommenUitio dt 
angulis folidis) ; poteratne in gravem incidere errorem , quem commififlct, fi expref- 
fiones ipfius ad difcuffionem phyficam pertinentes mathematice effent interpretandae ? 
(Vid. Wilckens Auffdze mathemat. Lihalts. Gbtt 1790. Kd/tners geometr. Ab^ 
handl. Gott 1791.) 

Cd) Dn. Le Sage non folum arduum gravitatis univerfalis pbaenomenon per aftlonem im- 
mediatam corpnfculomm fupira indicatorum explicat: fed eadem quoque mediatam ple- 
rommqne pfaaenomenorum naturae generalium caufam effe oftendit, quatenus a£tivita- 
tem tasm ipfis debeant fluida elafiica, per quae phaenomena illa poffunt explicari. 
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§. 225. Conceptus aftionis discontiuu» fluidi gravifid, phyfico fua fe 
luculentia commendans, faepe etiam mathematico commodus eft. Theoriae flui« 
dorum continuorum , eiaflicorum pariter ac non elaflicorum, admodum imper«« 
feftae adhuc funt, quamvis fummi hujus & fuperioris feculi mathematici fua 
illis ftudia impenderint; & quas a priori ftabilire quidam aggrefii funt, expe- 
rientiJi evertit. Confequentias principiorum , quae pro bafibus fumuntur, perfe- 
qui exercitatifTimis tantum calculatoribus datur. Alia eft ratio thebriae fluido- 
rum difbretorum. Principia ejus funt indubitata; & confequentiae ^eduftu fa- 
ciles; quodcalculi Dni, Le Sage comprobant, qui ne prunas quidem calculo- 
rum fuperiorum notiones exigunL 

§. 226. Ex. gr. Galilei lex accelerationis gravium (phyfice inteUefta) im- 
mediate ex aftione fluidi ejusmodi confequitur. Cum incrementum velocitatls 
gravium debeatur fluido, tempufcuUs aequalibus per impulfus aequales agenti: 
oeleritas, quam gravia tempore fenfibili acquirunt, numero harum impulfio- 
num; proinde tempori proportionalis eft, quo corpora illas funt experta. Im- 
medite igitur confequitur, effe v vx u 

Hinc fpatia tempufculis aequalibus fucceffivis percurfa, utpote celeritatibus 
acquifitis proportionalia , pariter crefamt uti tempora, proinde uti numeri na- 
tiuales; & fpatia inde ab initio motus percurfa crefcunt uti numeri trianguli-' 
res numerorum momentorum illorum temporis. Sed numerorum triangula- 
riura ratio eo propius accedit ad rationem'numerorum quadratorum eorrefpon- 
dentium, quo majores funt numeri, qui ipforum funt radices (§. 20.). Itaque 
fpatia percurfa eo accuratius proportionalia funt quadratis temporum ekpfonim y 
quo plura quodvis tempus fenfibile continet tempufcxila, duobus caufae motricis 
impulfibus immediate fefe confequentibus interjefta. 

§. 237. Optabile fine dubio foret, ut mathematicis femper liceret eadem 

facilitate confequentias prindpii afTumti deducere. Magis autem afTueti expo- 

nentibus differentialibus 2f = t;, ^=p, aliisque funilibus; quam expreffioni- 

at at 

bus per differentias finitas, quae illis refpopdent: priores traftare exprefliones^ 
quam pofteriores, magis fere (in inveftigationibus pr^rfertim ptolixis acdiffici- 

liori- 
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Boribus) commodum ducunt; ideoque eas alteris fubftituunt, quibus propofi- 
tum facilius confequuntur. Qua quidem fubftitutione uti ipfis licet : dummodo 
rationis, qua duai eam ufurpant, non oblivifcantur; neque exigant, ut, quas 
inde neftunt, confequenti^e abfoluto ac mathematico rigore verae efle cenfeantur. 
Ex sequatione v = t\ vel potius v=^ gt (pofita g celeritate, quam corpus 
acquirit tempore pro unitate fumto, ex. gr. uno mihuto fecundo) coafequitur 



dr==^' 



Cum autem fit ^J - v; fit ^= ^ = g- 



Porro cum fit ^^ = gJ 
at 

Q d/ . 

dl 



fequitur .| = 4;&»^ = g. 

Hinc , ob g conftantem , fit {v^ = g/ ; t; = TTzgf. 
Bedv = gt. Ergo gt^V^gt; &/ = r^. 

§. 228. Formula differentialis tj = g pariter applicatur ad cafum, qUo 
g variabilis eft; & qui, phyfice intelleftus, fiipponit tempus lapfus in partes 
adeoexiguas dividi, ut, durante qualibet earum, aftio caufee corpus impellen- 
tis fit uniformis. 

Exemplum primttm. Gravitas variet uti diflantia z centro. 
Sit a diftantia ab centro, a qua inde cbfpUs delabitur; 

g aftio gravitatis ad hanc diftantiam. 
Cbrpore delapfoper fpatium s, gravitafe *d diftantiam a —s erit g X 

T -^ dt; „^a — s 
Igitur 57 = ^^ 



. a — r 
a 



fed 



dt ^ a 
dx V 



Ergo .4 = ,x"^ 
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Sed u evanefcit, quando / = o. Proinde C = o; i;* = gx ^^^~^ ■ 

Sit / = fl; erit v^ z=z ag. Sed gravitate pofita uniformi , erat i/*=aflg 

(§. 227.) Quadratum igitur celeritatis acquifitae per aftionem gravitatis con- 

ftantis duplum eft quadrati celeritatis acquifitae per aftionem gravitatis variabi- 

lis juxta iegem propofitam. 

Porro $= -i = ri x_l— ; unde /=r-(C-arc.fm.^) 

Sed /=o, dum x=o. Ergo C=arc.fm.i=j:7; 

/ = TtCp - arcfm.— ) = r i X arc.cofin.— . 

Sit / = a; erit / = >^- X p. Et cum fit g ud «: eft ^ in /?; feu tempus 

g 
lapfus ad centrum usque conftans eft, quodcunque fit fpatium percurrendum ; 

quod principium eft ifochronismi in cycloide. 

Exemplumfeeundum Gravitas fit in ratione inverfa quadrati diftantiae, 

Erit ^ = gx_^ 

d/ ^ I 
dx i7 

Sit t/=3o, dum /=o: eritC=:-g: luasrgC^-o^sgx— 

t;=r2flgxr— =rAxr— obg=i. 

a-x a a-x a^* 

Unde <«= '—(iflxarc.fm.verf '+r(«/-/') + C) 

Sit /=o, dumx=o: erit C=o; «=-^i— (|flXarc.fm.verf.^+>O<<i-0)- 

yvg 5« 

Sit. = fl. Erit/ = ^x|fl^ = ^XflF. 



Atqui g=^, Ergo « = "-^p; & /» « ^P'. 



ra 



Objer» 
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Obfervatio. Cutn exprefliones tettiporis / & celerifatis v imaginarise fiant 
pro / > «; docemur, motum ultra centrum gravkationis locum habere non 
t^ofle. 

Sit f = a: erit t; = ri x^-^ =sr£xrf ; quod eft fignum impoflibili- 

a n-a a o * 

tatis (Cap. IX.)- ideoque corpus non folum ultra centrum gravitationis pro- 
gredi nequit; fed ne ad centrum quidem usque poteft pervenire. Quod geo- 
metrice oftendi poteft modo fequente. 

a a^s a^a^s y a^s a a^s 

2aC^ 
eft v^ + 2C^= — . 
- ^-x 

Defcripta igitur curva hyperbolica, cujus centrum fit centrum gravitationis, 

& cujus abfciflae ab centro inde in afymptoto alterutra fumtae fint fpatia per- 

2ab^ 
currenda, cujus denique aequatio fit y* + fc* = ; quadrata celeritatum, 

aufta quantitate data, proportionalia erunt quadratis ordinatarum: pariterque 
ac ordinatae nullum habent limitem magnitudinis, nec celeritas limitem magni- 
tudinis habet ; atque uti nullum eft hyperbolae punftum , cui ordinata refpon- 
deat occurrens axi abfciflarum in centro; ita nec celeritas uUa eft, quaerefpon- 
deat fuppofitioni, quod corpus ad centrum usquepoffit pervenire: proinde fup- 
pofitio haec impoflibilis eft. 

Cafus hic plures occupavit mathematicos ; quonftn nonnuUi valde para- 
doxa de eo ftatuernnt. Exemplum, mea quidem fententia, is prsebet abufus 
abftraftionum mathematicarum , objeftis applicatarum realibus , cum quibus 
confiftere nequeunt. 

Gravitatio, quam corpus fphaericum exercet, fequitur rationcm inverfnm 
duplicatam diftantiae ab centro corporis hujos, quoad corpus gravitans cxtra' 
illud fitum eft. Pofito.autem, corpus gravitans pofle (per fiftionem aliquam 
admiflibilem) intra illud pervenire: tum lex gravitationis eadem, quae prius, 
non fubfiftit; fed gravitatio variatur in ratione fimplici diftantiae a centro. 
Juxta hanc vero legem corpus ad centrum usque delabitur, & velocitatem de- 

termi- 
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terminatam acquirit : tum ultra centrum progreditur motu retardato fimili ra- 
tione, qua accefliis ipfius ad centrum fuerat aeceieratus. Confidcratioftes igi- 
tur phyficae fententiam hoc cafu confirmant, quam de fignificatione fymboli| 
Capite IX. profeffus fum. Conf. Dife. Dn. Le Sage inferta Diario Jcmnia/ de 
phyjique de l'Mbe Rozier. Janvier 1776. 

Formulae praecedentes applicantur ad motus juxta legem quamcunque da- 
tam variatos; nominatun ad motus corporum in mediis refiftentibus. Sed fco- 
pus praefentis fcriptionis applicationes has perfequi prohibet- Quare ad motus 
compofitos progredior- 

§. 229. Kepleri celeberrima lex arearum infigne praebet exemptbm faci- 
litatis, quam inveftigationibus phyfico-mathematicis conciliat fuppofitio aftio- 
nis non continuae caufae motricis. Quippe juxta eam demonftratio legis hujus 
nonnifi fimpliciflimas requurit geometriae elementaris propofitiones, eas nimi- 
rum, quibus nititur aequalitas triangulorum aequealtorum fiiper eadem bafi. 
Re etiam ipfa omnes fere auftores, praeeunte Newtono, eam juxta hanc fup- 
pofitionem explicant; quicquid ceterum de conformitate fuppofiti hujus cum na- 
tura rei fentiant: & tum ad femitas curvilineas applicant, quod in reftilineis 
locum habet, utcunque exigua fmt latera ipfarum. 

Demonftratio curvis ipfis immediate applicata aeque facilis non eft. Com- 
parationis duarum methodorum inftituendae gratia pofteriorem tradam eo fere 
modo, quo ipfam expofuit cel. de la Place in Theoria fua motus planefarum. 

Sit i^focus gravitationis; iSilf radius veftor, feu diftautia, =r; Jlfcorpus 
gravitans; & gravitas fit cuicunque diftantiae 5JIf funftioni =^r proportionalis. 

Per focum S agantur duae quaecunque reft^ SP^ SQl^ invicem normales; 
ad quas referatur motus corporis M. Sint MP:=2SCl= x, MQl = y. 

Aftio gravitatis fecundum direflionem JKQ erit (prx^; fecundum direftio- 

r 

nem iJQ, (pr x — : & celeritates planetae juxta has dureftiones refpeftive erunt 

2^, t;. Exponentes differentiales celeritatum harum, qui viribus (prx ?^, 

(prxi proporlionales funt, refpeftive erunt — |^, -^. Unde duae confequun- 

tur 
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<ft* . r d^ r 

2^-,prX- yx_.-,prx-^ 

Sit angulus 4f5Q = «. Erunt y =3 rfin.21; 3^ = rcoLz— 

jjf=3rcona(: 2f? = -rfin.«— 
' d^ cU 

^^ ^t^^ = r^cof.-;.^ ,+ r^fin.^:.^ = '"*^ - C^ 
d/ ^dt d/ d< «^ ■ 

Pofita autem area curvae, quam verrit radius veftor^ 5= 5, eft ^ «» |r* (§.104.) 

Quare etiam ^ « ir^f? =: C 
d/ * d/ 

ideoque 5 = C' + O. 

Proinde fi 1? evanefcit, quando t^oi ^tSs^^Ct; fett jurea S eft tempoii 
proportionalis. 

§. 230. Ex lege hac immediate duo.corollaria fequentia fluunt': 
i^. Celeritas mobilis eft in ratione inverfe perpendiculi, quod ab Ibco io 
direftionem corporis demittitur; proinde in curva velocitas eft in ratione inverfii 
produdi ex radio veftore. ac finu anguli, quem radius veftor cum tangente cur^ 

v»,coBnpreliendit; Idcipque exjpreffio velocitatis 6ft — ^./ \ — -l (5.49-) 

n^. Celeritas angularis mobilis, relata ad focom gravitationis, fequitur 
rationem inver£usi duplicatam racUi veftoris. 

Uu §. ^31. 
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§. 231» In gratiam phyficorum, quibus calculi fuperioresiSc the^tJAcKar* 
varum minus funt familiares, Dm Ltb Sage confequentias aftionis haud €onti- 
tinuae caufae gravitationis & motus corporum in orbitis reftilineis perfequi fete- 
git; ac fpeciatim in polygonis regularibus theoremata Hugenii ad vires centra- 
les in circulo pertinentia demonftravit. 

Cum in omni curva vis cehtraljs Mpondeus tfempori, quo mobile arcum 
aliquem curvae percurrit, fit in ratione compofita ex direfta fimplice fegmenti 
radii veftoris ad unum arcushujus extremumj({u6ii, quod arcui huic & tan- 
genti per alterum arciis extremum duft» interjacet, & ex inverfa ratione du- 
plicata temporis ad arcum percurrendum impenfi: data curvae, quam mobile 
defcribit, aequatione ad focjingL gravitatioxus. i;elata; ope formularum §§. 104. 
196. determinatur lex gravitationis. 

KfrS?' Nempepofita'vitentoili=g; eft g=*lim. 



MFM'* 



^*^^ ^ms' " f^* ^'^*:^^ ^ ^ ^5. 104.) 
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Exen^tm, Sit r =: rr — r > 4^ ^^ «quatio focalis ellipfis; 
.. d'* bberm.z ffin.2 

d^ »cof.« . a»fin.g dr __ gcof.g . gggfin.^g^ 3 

Sed frcof.«?=W'— ar# 

Ergog = ix.^(._'^) = iX-xi. 

J • Pfa- 
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Proinde in diverfis ejusdem ellipfis punftis gravitatio fequitur rationem inver- 
fam duplicatam diftantiae ab foco. 

Eodem modo demonflratur, eandem legem in ceteris feftionibus conicis 
obtinere. / 

Ficijfim^ data lege gravitationis, ex aequatione 

g = JL^|r+l(-^) - JLx~\ deducitur natura curv» defcriptae (quoad 

limites perfeftionis calculi integralis^ concedunt). 

Ex. gn gravitate fequente rationem inverfam duplicatam diftantiae, curva 
invenitur efle feftio aliqua conica; quae determinatur per angulum projeftionis,. 
& per rationem, quam celeritas proje6lionis habet ad eam, qua fieret, utmo-* 
bile circulum ad eandem diftantiam defcriberet. 

Verum haec fufius deducefe ab fcopo libri hujus eft alienum. 
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